QUELQUES PROPRIÉTÉS DES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES 
DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE, 

UNE HISTOIRE POUR S. 



par 
Julie Déserti 



Abstmct. — We présent some (unfortunately not ail) known properties on the Cremona group; 
when it's possible we mentioned links with the most known group of polynomial automorphisms of 
the affine plane. The mentioned properties are essentially algebraic properties: generators, relations, 
finite subgroups, subgroups of finite type, automorphisms of the Cremona group, Tits alternative... 
but also dynamical properties: classification of birational maps, centralizer, dynamic of an Heisenberg 
subgroup... We deal with the construction of entropie automorphisms on rational surfaces. 



Résumé. — On présente certaines (malheureusement pas toutes) propriétés connues du groupe de 
Cremona en faisant, lorsque c'est possible, un parallèle avec le groupe des automorphismes poly- 
nomiaux de C^. Les propriétés abordées seront essentiellement de nature algébrique : théorème de 
génération, sous-groupes finis, sous-groupes de type fini, description du groupe d' automorphismes du 
groupe de Cremona, . . . mais aussi de nature dynamique : classification des transformations biration- 
nelles, centralisateur, dynamique d'un sous-groupe de Heisenberg . . . On évoque un peu les problèmes 
de construction d' automorphismes de type entropique sur les surfaces rationnelles. 



Klein, in his 1872 Erlanger Programme, defined geometry as the study ofthose 
properties of figures that remain invariant under a particular group of transfor- 
mations. ""Invariance" and "group" are the unifying concepts in Klein' s Er- 
langer Programme. Groups of transformations had been used in geometry for 
many years, but KAein's originality consisted in reversing the rôles, in making 
the group the primary object of interest and letting it operate on various geo- 
metries, looking for invariants" AGre93j ). 
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1. Introduction 

Dès la fin du XIX'^'"'^ siècle, de nombreux mathématiciens s'intéressent au groupe des transforma- 
tions birationnelles du plan projectif complexe appelé aussi groupe de Cremona : Nœther donne 
un théorème de génération ; Bertini, Kantor et Wiman tentent de décrire ses sous-groupes finis et 
Castelnuovo de déterminer les transformations birationnelles fixant une courbe de genre stricte- 
ment plus grand que 1 . Toutes ces questions ont été reprises et approfondies au cours du XX*^""*^ 
siècle ; on en aborde certaines aux Slet ^5] On peut dès lors justifier le fait que le groupe des 
transformations birationnelles de P^(C) se distingue de celui des transformations birationnelles 
de P"(C) avec « > 3 en expliquant pourquoi il n'y a pas d'analogue au théorème de Nœther en 
dimension supérieure. Le ^3] est consacré à la démonstration du fait suivant : tout élément du 
groupe de Cremona s'écrit comme une composée de transformations élémentaires, les éclate- 
ments. Au ^on rappelle que la description du groupe d'automorphismes d'un groupe donné est 
un problème classique ; on donne aussi, entre autres, une démarche qui a conduit à la description 
du groupe des automorphismes du groupe de Cremona. 

Après avoir évoqué certains aspects algébriques du groupe de Cremona on aborde des proprié- 
tés dynamiques comme la classification des transformations birationnelles à conjugaison près, 
la caractérisation du centralisateur de certaines transformations de Cremona... on établit un pa- 
rallèle entre le groupe des transformations birationnelles du plan projectif complexe et celui des 
automorphismes polynomiaux du plan (©. Le « programme de Zimmer » a motivé l'étude des 
représentations de certains réseaux dans le groupe de Cremona ; cette problématique conduit 
aussi naturellement à la description des sous-groupes nilpotents (©. Bien que le groupe de Cre- 
mona ne se plonge pas dans un groupe linéaire (©, il satisfait, comme les groupes linéaires, 
l'alternative de Tits ; cet énoncé s'obtient à partir des propriétés des sous-groupes de type fini du 
groupe de Cremona (®. Au ^TÔl on s'intéresse au problème suivant : étant donné une transfor- 
mation birationnelle de P^(C) existe-t-il une suite finie d'éclatements n: X —>^ P^(C) telle que 
l'application induite fx = f% soit un automorphisme de P^(C)? On finit par mentionner un 
problème ouvert : le groupe de Cremona est-il simple ? On donne des références oii cette ques- 
tion a été abordée sans être résolue ; on évoque aussi les résultats obtenus pour le groupe des 
automorphismes polynomiaux du plan affine. 



2. Premiers pas dans le groupe de Cremona 

Une transformation rationnelle du plan projectif complexe dans lui-même est une transformation 
de la forme 

p2(C) P2(C), {x:y:z)^ {Hx,y,z) : /i (x, : /2(x,j,z)), 

les /, désignant des polynômes homogènes de même degré. 

Une transformation birationnelle f = (/o : f\ : /2) de P^(C) dans P^(C) est une ti^ansformation 
rationnelle qui admet un inverse lui-même rationnel. 

Le degré de /, noté deg/, est le degré des ff, c'est aussi si L désigne une droite générique du 
plan projectif complexe deg/^^L. 

Le groupe de Cremona est le groupe des transformations birationnelles de P^(C) dans lui-même ; 
on le note Bir(P^). Ses éléments sont aussi appelés transformations de Cremona. 
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Exemples 2.1. — - Tout automorphisme de P^(C), Le. tout élément de PGL3(C), est une 
transformation birationnelle. 

- La transformation 

est rationnelle. Dans la carte affine z = 1 on a a = (^^i^^ ^ o^i remarque en particulier 

que a est une involution birationnelle. Elle porte souvent le nom d'involution de Cremona ; 
comme on le verra elle joue un rôle particulier. 

- Un automoqjhisme polynomial de est une application bijective de la forme suivante 

C'^C^, {x,y)^{Mx,y),f2{x,y)), fieC[x,y]. 

Le groupe de Cremona contient le groupe Aut[C^] des automorphismes polynomiaux du 
plan complexe ; en particulier le prolongement d'un automorphisme élémentaire 

{ax + P{y),^y + y), a, p G C*, j£C,PeC\y], degP>2, 

au plan projectif complexe est une transformation birationnelle. Il en est de même pour le 
prolongement d'une application de Hénon généralisée 

{y,P{y)-ax), aeC*, PeC^, degP > 2. 

Définitions 2.2. — Soit f = {fo- fi -fi) dans Bir(P^) . Le lieu d'indétermination de /, ou encore 
l'ensemble des points éclatés par /, est le lieu d'annulation des fi. On le désigne par Ind(/). 
Le lieu exceptionnel de /, ou encore l'ensemble des courbes contractées par /, est le lieu des 
zéros du déterminant jacobien de /. On le note Exc(/). 

Exemples 2.3. — - Si / appartient à Aut(p2(C)) = PGL3(C) on a Ind(/) = Exc(/) = 0. 

- Rappelons que l' involution de Cremona s'écrit 

a: p2(C) -4 p2(c), {x:y:z)^{yz:xz:xyy, 
on remarque que 

Ind(G) = {(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)} et Exc(a) = {x = 0} U {3; = 0} U {z = 0}. 

- Si p est l'involution donnée par 

p : p2(C) F\C), ix:y:z)^ixy:z^ : yz), 

onalnd(p) = {(1 :0:0), (0: 1 :0)}et Exc(p) = {y = 0} U {z = 0}. 

- Enfin l'involution x définie par 

x: p2(C) --^ p2(C), {x:y:z)^{x^ -.xy: / -xz) 

satisfait Ind(x) = {(0 : : 1)} et Exc(x) = {x = 0}. 

A une transformation de Cremona / on peut associer son graphe Vf qui est une sous- variété 
irréductible de P^(C) x P^(C) (voir IIFis76l ). Soit pi (resp. P2) la projection de Fj sur le premier 
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(resp. second) facteur : 




/ 



P2(C) 



Le lieu d'indétermination de / est l'ensemble (fini) des points oîi p[ n'est pas localement in- 
versible. Notons E {P2) le lieu des points où p2 n'est pas une application finie ; Exc(/) coïncide 
avec pi{'E{p2)). 

Dans ce qui suit on verra que Bir(P^) possède de nombreuses propriétés du groupe linéaire, 
néanmoins on a l'énoncé suivant. 

Proposition 2.4 ( MCDI ). — Le groupe de Cremona ne se plonge pas dans GL„(lk) où k désigne 
un corps de caractéristique nulle. 

Démonstration. — Commençons par rappeler le résultat suivant dû à Birkhoff : soient k un 
corps de caractéristique nulle et A, B, C trois éléments de GL„(k) tels que C soit d'ordre p 
premier et [A,B]= C, [A,C] = [B,C] = id; alors p<n {voir IIBir36l ). 

Supposons qu'il existe un morphisme injectif i de Bir(P^) dans GL„(k). Pour tout nombre pre- 
mier p considérons, dans la carte affine z = 1 , le groupe 



Les images par i des trois générateurs satisfont le lemme de Birkhoff donc p < n; ceci étant 



2.1. Le sous-groupe des automorphismes polynomiaux du plan. — Introduisons deux sous- 
groupes de Aut[C^] qui jouent un rôle particulier 

- le groupe affine 

A = {(ai;c + pij + Yi,a2.ï + p23' + Y2)|a,-, p,-, y,- G C, aip2 - CX2P1 7^ 0} 

- et le groupe élémentaire 




valable pour tout premier p, on obtient le résultat annoncé. 



□ 



E = {{ax + P{y),^y + y)\a, p G C*, yeC, PgCM, degP>2}. 



En 1942 Jung a démontré le théorème de structure suivant. 



Théorème 2.5 ( |Jun42| ). — Le groupe Aut[C^] est un produit amalgamé 
Aut[C^] = A *s E, S = A n E. 
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Dit autrement tout élément (|) de Aut[C^] n'appartenant pas à S est de la forme 

{ai)ei...a„{e„), a;GA\E, e,-GE\A; 

de plus cette écriture est unique modulo les relations suivantes 

aiej = {ais){s^^ei), = (e,_i/)(/"^ai), s, s' eS. 

Il y a de nombreuses démonstrations du théorème 12.51 On renvoie à IILam02ll pour un historique 
détaillé et pour une preuve originale et géométrique de cet énoncé dont on va juste évoquer l'idée. 
Soit 

/: {x,y) ^ {fi{x,y),f2{x,y)) 

un automorphisme polynomial de de degré n; on peut prolonger / en une transformation de 
Cremona 

/: F\C) F\C), (x-.y.z)^ (z"/i ^) : ffi (| ^) : z") • 

La démonstration de Lamy s'effectue par récurrence sur le nombre de points d'indétermination 
de / : il s'agit de montrer qu'il existe cp: P^(C) --^ P^(C), prolongement d'un automorphisme 
polynomial de C^, tel que #Ind(/(p-') < #Ind(/). 

Puisque Aut[C^] est le produit amalgamé de A et E le long de ARE la théorie de Bass-Serre assure 
que Aut[C^] agit de manière non triviale par translation à gauche sur un arbre T (voir [SërTTl). 
L'arbre T est défini comme suit : l'ensemble des sommets est l'union disjointe des classes 
à gauche (Aut[C^])/A et (Aut[C^])/E et celui des arêtes l'union disjointe des classes à gau- 
che (Aut[C^])/S. Pour tout automorphisme polynomial / l'arête /S relie les sommets /A et /E. 
Voici quelques sommets de T 




où a, â(resp. e, e) désignent des éléments de A (resp. E). 

On récupère ainsi une représentation fidèlqf^ de Aut[C^] dans le groupe des isométries de 
l'arbre T. En étudiant cette action Lamy a démontré de nombreuses propriétés pour Aut[C^] 
(voir liLamOlJ ). on en précisera certaines dans la suite. 



O Pour certains produits amalgamés l'action induite n'est pas fidèle : on peut vérifier que la matrice — id agit trivia- 
lement sur l'arbre associé au produit amalgamé SL2(Z) — Z/4Z *2/2Z ^/6Z- 
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2.2. Le groupe de de Jonquières. — Le groupe de de Jonquières est le groupe des transforma- 
tions birationnelles du plan projectif complexe préservant un pinceau de courbes ratioimelles ; on 
le note dJ. Comme deux pinceaux de courbes rationnelles sont birationnellement conjugués, dJ 
ne dépend pas, à conjugaison près, du pinceau choisi. Dit autrement on peut supposer à conju- 
gaison birationnelle près que dJ est, dans une carte affine {x,y) de P^(C), le groupe maximal des 
transformations birationnelles laissant la fibration y = cte invariante. Une transformation / de dJ 
permute les fibres de la fibration, / induit un automorphisme de la base P^(C) soit un élément 
de PGL2(C); lorsque / préserve les fibres, / agit comme une homographie dans celles-ci. Le 
groupe de de Jonquières s'identifie donc au produit semi-direct PGL2(C(y)) xi PGL2(C). 



2.3. Réseaux homaloïdaux. — On mentionne le lien entre réseaux homaloïdaux et transforma- 
tions birationnelles, ces réseaux ayant conduit l'école de géométrie itaUeime à l'étude des trans- 
formations biratioimelles. 

Définitions 2.6. — Soient S une surface et p un point de S. Il existe une surface S et un mor- 
phisme 71 : S — > S, uniques à isomorphisme près, tels que 

- 7t|7[-i(s\{p}) '■ (S \ {p}) ^ S \ {p} soit un isomorphisme ; 

- E :=n^^{p) soit isomorphe àP'(C). 

On dit que Jt est V éclatement de S en p et £" la courbe exceptionnelle ou diviseur exceptionnel ; 
l'inverse 7i~^ de n contracte E. 

Considérons une courbe irréductible C sur S passant par p avec multiplicité v. L'adhérence 
de 71^' ((T \ {p}) dans S est une courbe irréductible C appelée transformée stricte de C dans S. 
Soient D et D' deux diviseurs sur S; nous avons 

Ti*C = c+vE, (ji*D,7i*D') = (/),£>')> {E,n*D) = et E^ = -l. (2.1) 

Soient S une surface et p un point de S. Le diviseur exceptionnel obtenu en éclatant p est appelé 
premier voisinage infinitésimal de p et les points de E sont dits infiniment proches de p. Le 
i-ème voisinage inGnitésimal de p est l'ensemble des points contenus dans le premier voisinage 
d'un certain point du (/ — l)-ème voisinage infinitésimal de p. Lorsqu'on souhaite distinguer les 
points de S des points infiniment proches on appelle points propres les points de S. 

Soit / = (/o : /i : fi) une transformation birationnelle du plan projectif dans lui-même. Le réseau 
homaloïdal associé à / est le système de courbes défini par 

«o/o + «i/i + «2/2 , (cco : ai : ai) G (C) . 

Les points base pi du réseau ^/ sont les points par lesquels passent toutes les courbes du réseau ; 
on dit aussi que les pi sont les points base de /. Ils peuvent être dans P^(C) ou infiniment proches 
de P'^(C); si pj n'est pas propre, il appartient à un k-ième voisinage infinitésimal de pe, £ 7^ j. 
Les points base propres de / sont les points d'indétermination de /. La multiplicité de / en pi 
est la multiplicité d'une courbe générique de en pi, Le. l'ordre en pi d'un élément générique 
de%. 

On a vu qu'à toute transformation birationnelle on peut associer un réseau homaloïdal, récipro- 
quement on a l'énoncé suivant. 
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Théorème 2.7 ( IISR85I ). — Un réseau homaloïdal définit une infinité de transformations bira- 
tionnelles, chacune pouvant être obtenue à partir d'une autre via composition à gauche par un 
automorphisme de P^(C). 

Exemples 2.8. — 

- Considérons la transformation birationnnelle a. Les points d'indétermination de a sont 
(1 : : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : : 1). Les transformations de Cremona associées au réseau 
homaloïdal constitué des coniques passant par les points ( 1 : : 0) , (0 : 1 : 0) et (0 : : 1 ) 
sont les transformations de la forme Ao avec A dans Aut(P^(C)). 

- Soit S le réseau homaloïdal formé des coniques passant par (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et tangentes 
à la droite d'équation z = 0. Les transformations birationnelles associées à S sont du type Ap 
avec A automorphisme de P^(C). 

Soient / une transformation birationnelle et ^/ le réseau homaloïdal associé à /. Les courbes 
de satisfont les équations suivantes ( HACOSII ') 

1 g 

i=l i=l 

OÙ /Lii désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons-le ne sont pas nécessairement 
propres), q le nombre de points base et n le degré de /. La première équation traduit le fait que 
deux courbes génériques du réseau homaloïdal se coupent en les points base et un unique autre 
point ; la seconde exprime que les courbes du réseau sont rationnelles. 



3. Le théorème de factorisation de Zariski 

L'involution a se décompose en deux suites d'éclatements 




P2(C) P2(C) 



avec 

A = (l :0:0), 



B = (0: 1 :0), 



C = (0:0: 1), 
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Ea (resp. Eb, resp. Ec) le diviseur exceptionnel obtenu en éclatant A (resp. B, resp. C) et Lab 
(resp. Lac, resp. Lgc) la transformée stricte de Lab (resp. Lac, resp. Lgc)- 

Ceci n'est pas propre à a, c'est un fait général : toute transformation de Cremona s'écrit au moyen 
d'éclatements comme l'assure le théorème suivant dû à Zariski ; ce résultat est en fait valable 
pour toute transformation birationnelle d'une surface projective lisse dans une autre. Avant de 
l'énoncer rappelons que si X est une variété irréductible et Y une variété, une transformation 
rationnelle f: X Y est un morphisme d'un ouvert u de X dans Y qui n'est pas la restriction 
d'un morphisme 1/ — > X avec u Ç U. 

Théorème 3.1 (Zariski, 1944). — SoientS, S deux surfaces projectives lisses etf: S S une 
transformation birationnelle. Il existe une surface projective lisse S' et deux suites d'éclatements 

Tii : s' ^ S, 7l2 : s' ^ S 

telles que f = 7i27t]"' 

S' 



S 




On va démontrer le théorème l3.1l en suivant IIBea78ll . La démonstration se fait en deux temps 

- tout d'abord on montre qu'une transformation rationnelle d'une surface dans P"(C) 
s'écrit (|)7i^^ oii 71 désigne une suite d'éclatements et (|) un morphisme (théorème 13. 31 ) ; 

- puis on établit qu'un morphisme entre deux surfaces est la composée d'un isomorphisme et 
d'une suite d'éclatements (théorème 13. 81 ). 

Si V désigne une variété lisse on note Pic(V) le groupe de Picard de V, i.e. le groupe des classes 
d' isomorphisme de fibrés en droites sur V. 

Remarque 3.2. — Soit S une surface. À une transformation rationnelle /: S — P"(C) et un 
système d'hyperplans H dans P"(C) on peut associer le système linéaire f*\H\. En effet la trans- 
formation / est un morphisme d'un ouvert maximal U de S dans P"(C). L'ensemble S\U est 
fini donc Pic(S) et Pic(S \ U) sont isomorphes ; par conséquent on peut parler d'image inverse 
par / d'un système linéaire V que l'on note f*V . 

Réciproquement soit (P un système linéaire de S sans composante fixe ; notons V l'espace pro- 
jectif dual de P . On peut définir une transformation rationnelle / :S — ->îP:àun point de S on 
associe l'hyperplan de (P constitué des diviseurs passant par p; notons que / est défini en p si et 
seulement si p n'est pas un point base de !P . 
Il y a donc une bijection entre 

- les transformations rationnelles / de S dans P"(C) telles que /(S) ne soit pas contenu dans 
un hyperplan 

et 

- les systèmes linéaires sur S sans composante fixe et de dimension n. 

Théorème 3.3 ( IIBea78l ). — Soit f: S P"(C) une transformation rationnelle d'une sur- 
face S dans l'espace projectifF"{C). Il existe une surface S', une suite d'éclatements n: S' — > S 
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et un morphisme (|) : S' — > P"(C) tels que f = <^n ^ 




S - -P"(C) 

Démonstration. — On peut se ramener au cas où /(S) n'est pas contenu dans un hyperplan 
de P"(C). A / correspond donc un système linéaire !P C |D| (si D est un diviseur sur une sur- 
face S on désigne par \D\ l'ensemble des diviseurs effectifs sur S linéairement équivalents à D) 
de dimension n sur S sans composante fixe (Remarque I3.2I ). Si !P n'a pas de point base, / est un 
morphisme et le théorème est démontré. 

Supposons que !P ait un point base p. Soit 7ii : Si ^ S l'éclatement de S au point p; la courbe 
exceptionnelle Ei appartient à une composante fixe de îi^iP C {lllDl avec une certaine multiplici- 
té v i > 1 ; autrement dit le système 

= n\'P -ViEi C |Di| = ItIiD-Vi^iI 

n'a pas de composante fixe. À ^Pl correspond une transformation rationnelle /i : Si — P"(C) 
qui coïncide avec fni . Si fi est un morphisme le théorème est démontré ; sinon on itère le pro- 
cédé. On obtient alors une suite d'éclatements (jiq : S^ Sq-i)^ et une suite de systèmes linéai- 
res {(Pq C \Dq\ = \n*Dq^i — VqEq\)q sur Sg sans composante fixe. A partir de (12.11 ) on obtient 

Dl=Dl^,-vl<D]_,. 

Comme Vq n'a pas de composante fixe on a > ce qui assure que la suite d'éclatements est 
finie : le procédé conduit nécessairement, en un nombre fini d'étapes, à un système linéaire 'Pq 
sans point base et définissant un morphisme f:Sq—^ P"(C). □ 

Exemple 3.4. — Soit S une surface quadrique lisse de P^(C); une telle surface est donnée par 

Y^qijXiXj=0 

où {qij) désigne une matrice symétrique non dégénérée. Les formes quadratiques symétriques 
non dégénérées sur sont isomorphes ; il en résulte que les surfaces quadriques lisses de P-^(C) 
sont projectivement isomorphes. Considérons l'application de Segré 

^: P'(C) X pi(C) ^ P^(C), {{x : y), {u : v)) ^ {xu:xv : yu:yv). 

L'application ^ est un plongement dont l'image est la quadrique lisse 

XqX^ —X1X2 = 0. 

Ainsi toute surface quadrique S de P^(C) est isomorphe à P^(C) x P^(C). 
Soit p un point de S; l'ensemble des droites de P^(C) passant par p s'identifie à l'espace pro- 
jectif P^(C). A tout point m de 5 on peut associer la droite passant par m et p; ceci induit une 
application rationnelle / de S dans P^(C), application rationnelle non définie en p qui s'étend 
en un morphisme /: S — > P^(C). L'image par d'un point de P^(C), correspondant à une 
droite L passant par p, est constituée 

- ou bien du second point d'intersection de L avec S; 

- ou bien, si L est contenue dans S , de tous les points de L. 
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Ainsi / est un morphisme qui contracte les deux génératrices de S passant par p. On a donc 

S 




/ 



où / est, à isomorphisme près, l'éclatement de deux points distincts et n l'éclatement de S en p. 



Lemme 3.5 ( IIBea78ll ). — Soit f: S ^ S' un morphisme birationnel d'une surface irréductible 
éventuellement singulière S dans une surface lisse S'. Supposons que la transformation ration- 
nelle f^^ ne soit pas définie en un point p de S'; alors f^^{p) est une courbe sur S. 

A partir de cet énoncé on obtient le résultat qui suit. 



Lemme 3.6 ([Bea781). — Soit f: S — ■>■ S' une transformation birationnelle entre deux sur- 
faces S et S'. S'il existe un point p de S' en lequel f^^ n'est pas définie il existe une courbe C 
sur S telle que f{c) = p. 

Démonstration. — L'application / induit un morphisme (|) d'un ouvert U àe S dans S'. No- 
tons r,], C ?7 X S' le graphe de (|). L'adhérence de dans S x S' est une surface irréductible, 
éventuellement singulière. On désigne par Tti (resp. Tij) la projection de sur S (resp. S') ; ces 
deux projections sont birationnelles et / = TZ2'^\^ 





S------. S' 

Le fait que /^^ ne soit pas défini en p implique que Tij ' aussi ; le lemme [331 assure l'existence 
d'une courbe C sur telle que %2{c) = p- L'image de C par 7ii est une courbe C satisfai- 
sant /(c) = □ 



Proposition 3.7 ( IILam02ll ). — Soit f: S — > S' un morphisme birationnel entre deux surfaces S 
et S'. Supposons que la transformation rationnelle ne soit pas définie en un point p de S'; 
alors f s'écrit 7I(|) où 7i : S — > S' désigne l'éclatement de S' en p et (|) un morphisme birationnel 
de S dans S 





S' 



/ 

Démonstration. — Soit n: S —>■ S' l'éclatement de S' au point p; posons (]) := n^^f. Supposons 
que ([) ne soit pas un morphisme ; soit m un point de S où (|) n'est pas défini. On a 

- f{m) = p; 

- / n'est pas localement inversible en m; 
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- il existe une courbe sur S contractée sur m par (Sf , cette courbe ne peut être que le diviseur 
exceptionnel E associé à 7i. 
Considérons q\, q2 deux points distincts de £" où (|)^^ est bien défini et Ci, C2 deux germes de 
courbes lisses transverses à £ en ^1 et q2 respectivement. Alors n{Ci) et 71(^2) sont deux germes 
de courbes lisses transverses en p = f{m) qui sont image par / de deux germes de courbes en m 





La différentielle de / en m est donc de rang 2 ce qui contredit le fait que / n'est pas localement 
inversible en m. □ 

L'énoncé qui précède nous permet de terminer la seconde étape. 

Théorème 3.8 ( IIBea78 1). — Soitf: S— >-So un morphismebirationnel entre les surfaces Set Sq. 
Il existe une suite d'éclatements {Hk '■ — ^ ^k-i)k=i..n et un isomorphisme S S„ tels que 

/ = 7Ii ...7I„(|). 

Démonstration. — Si / est un isomorphisme la preuve est terminée ; sinon /^^ n'est pas défini 
en un certain point p de Sq. La proposition 13. 7l assure que / s'écrit comme la composée de l'écla- 
tement Hi de So en p et du moiphisme birationnel /i : S ^ Si. Si /i n'est pas un isomorphisme 
on itère le procédé ; reste à montrer qu'itérer un nombre fini de fois suffit. Raisonnons par l'ab- 
surde : supposons qu'on ait une suite infinie d'éclatements {tiic'. St — > Sk-\)k et de morphismes 
birationnels (/jt : S — > S*:)*: tels que 

fk-\=T^kfk, \/k>\. 

Notons v{fk) le nombre de courbes irréductibles contractées par f^- Puisque fk-\ = Kkfk toute 
courbe contractée par /jt est donc contractée par /jt_ 1 . De plus il existe au moins une courbe 
irréductible C sur S^: telle que fk{c) soit le diviseur exceptionnel de Tiyt d'où v{fk) < v{fk-i)', 
pour k suffisamment grand on a donc v{fk) < ce qui est impossible. □ 
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4. Génération du groupe de Cremona 



4.1. Énoncés de Nœther et Iskovskikh. — En 1871 Nœther donne un résultat de génération pour 
le groupe de Cremona. 

Théorème 4.1 (Nœther, IINoe69 , Noe70', lNoe72ll ). — Le groupe de Cremona est engendré par 
Vinvolution de Cremona o et Aut(P^(C)). 



Exemples 4.2. — - La décomposition de p (voir Exemples 12.31 ) est la suivante 
{z-y.y -x: y)<5{y + z : z : x)<5{x + z : 3^ - z : z) . 

- La transformation x (définie dans Exemples 12.31) s'écrit aussi i\(5i2<5i^(5i\Ql^ où 

l\ — {y — x:2y~x:z~y^x), l2 = {x^z:x:y), ^3 = (— y : x + z - 3^ : x), 

i?4 = (-ï + z : : y), ^^ — [y~x■. — 2x + z : 2x—y). 

- Un calcul montre que 

p2(C) -^p2(C), {x:y:z)^ (xz{x ^ y) : yz{x ^ y) :x/) 

se décompose comme suit 

(ly-x : -y : -z)o{y + z : z : x)a{z : -2x-y ■.x + y)a. 



La démonstration du théorème 14.11 donnée par Nœther était incomplète. Il ne considérait que 
les transformations birationnelles quadratiques ayant trois points d'indétermination propres alors 
que certaines en ont moins (cf. les transformations p et x de Exemples 12.31) . Il faudra attendre 
1901 et Castelnuovo pour une preuve complète ([CasOl]). Au cours du XX'^™'' siècle il y a eu de 
nombreuses démonstrations du théorème 14.11 on renvoie à IIAC05I pour un historique détaillé. 
Dans les années 80 GizatuUin et Iskovskikh ont donné une présentation de Bir(P^) par gé- 
nérateurs et relations (|IGiz82| IIsk85|) ; énonçons le résultat d'Iskovskikh qu'il présente dans 
pi(C) X P^(C) qui est birationnellement isomorphe à F^{C). 

Théorème 4.3. — Le groupe des transformations birationnelles de P' (C) x P' (C) est engendré 



par Aut(P^ (C) X pi (C) ) et le groupe dJ de de Jonquière^ . 
De plus les relations dans Bir(P^ (C) x P^ (C)) sont les relations internes au groupe dJ, au grou- 
pe Aut(P^(C) X P^(C)) auxquelles s'ajoutent la relation 

i^ef = Q'-^) O" ^' i^^y) ^ (y^^) et e: {x,y) ^ (^x,^ 



Le groupe de de Jonquières est birationnellement conjugué au sous-groupe de Bir(P'(C) x P'(C)) qui préserve 
la première projection p: P' (C) x (C) ^ P' (C). 
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Remarque 4.4 . — Il n'y a pas d'analogue au théorème de Nœther en dimension supérieure : 
il faut une infinité non dénombrable de transformations de degré strictement supérieur à 1 
pour engendrer le groupe Bir(P") des transformations birationnelles de P"(C) dans lui-même 
{voir fPan991). L'idée de la démonstration est la suivante. Pan construit pour toute cubique 
plane lisse une transformation birationnelle de P"(C), avec « > 3, qui contracte cette cubique. 
Or l'ensemble des classes d'isomorphismes des cubiques planes lisses est une famille à un 



paramètre ; donc l'ensemble des types birationnela^^^l des composantes du lieu exceptionnel 
des éléments de Bir(P") est infini. Supposons que Bir(P") soit engendré par un nombre fini 
de transformations /i, /r et Aut(P"(C)). Les types birationnels des composantes du lieu 
exceptionnel de tout élément de Bir(P") s'obtiennent alors à partir de ceux des /,•; l'ensemble 
des types birationnels des composantes du lieu exceptionnel des transformations de Bir(P") est 
donc fini : contradiction. 

Par contre on dispose d'un énoncé semblable au théorème de Nœther pour les transformations 
birationnelles réelles qui sont des difféomorphismes de P^(M) {voir IIRV05II ) ; on a un énoncé 
comparable pour la sphère {voir liKMl ). 

Remarque 4.5. — Wright a reformulé le théorème de Nœther en terme de produit amalgamé : le 
groupe de Cremona est le produit amalgamé de Aut(P^(C) x P^(C)), dJ et Aut(P^(C)) suivant 
leur intersection ( I.Wri92.n . 



4.2. Transformations birationnelles quadratiques. — Le théorème de Nœther conduit natu- 
rellement à s'intéresser aux transformations birationnelles de degré 2; notons Bir2 l'ensemble 
qu'elles forment. Le groupe PGL3(C) x PGL3(C) agit sur Bir2 

PGL3(C) xBir2 xPGL3(C) ^Bir2, {A,f,B) ^ AfB^K 

L'orbite d'un élément / de Bir2 sous cette action est notée 0{f). 

Théorème 4.6 i^^ï). — Si 

t' = 0{x{x:y:z)), = 0(x), r' = o(p), 1^ = (a), 

alors 

Bir2 = r°ui:'ur2ur^ 

On a 

diml" = 10, diml^ = 12, diml^ = 13, diml^ = 14 

ainsi que les conditions d'incidence suivantes 

£0 = 10, rî" = r°ur\ = l^ul^uy?, y? = Bk2 = iPuL^uL'^ui?. 

Remarque 4.7. — Les éléments de L' possèdent / points d'indétermination. 

D'après le théorème 14.61 il suffit de montrer que l'adhérence de est lisse le long de iP pour 
obtenir l'énoncé qui suit. 



Soient X et X' deux sous-variétés de P"(C); on dit que X et X' ont même type birationnel si X et X' sont 
birationnellement équivalentes. 
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Théorème 4.8 (fCDl). — L'ensemble des transformations birationnelles quadratiques est lisse 
dans l 'ensemble des transformations rationnelles quadratiques. 

Remarque 4.9. — La description, à composition à gauche et à droite près par un automorphisme 
de P^(C), des transformations birationnelles cubiques se fait aussi en étudiant la nature du lieu 
des zéros du déterminant jacobien ; elle est sensiblement plus compliquée (32 modèles). Alors 
que Bir2 est lisse et irréductible, il n'en est pas de même pour l'ensemble des transformations 
birationnelles cubiques vu comme sous-ensemble de P^^(C) (le projectivisé de l'espace des po- 
lynômes homogènes de degré 3 en 3 variables s'identifie à P^^(C)). 

On peut se demander à quelle(s) condition(s) une transformation rationnelle quadratique est bi- 
rationnelle. Dans [CD] deux critères sont établis ; l'un d'entre eux est très simple à énoncer. 

Théorème 4.10 ( HCDI ). — Soit Q une transformation rationnelle quadratique dont le détermi- 
nant jacobien n'est pas identiquement nul. Supposons que Q contracte le lieu des zéros Z du 
déterminant jacobien de Q; alors Z est l'union de trois droites non concourantes et Q est bira- 
tionnelle. 

De plus à composition à gauche et à droite près par un automorphisme de (C) on a 

- si Z est l'union de trois droites en position générale, Q est a; 

- si Z est l'union d'une droite double et d'une droite simple, Q coïncide p; 

- enfin si Z est une droite triple, Q = x. 

Notons que ce critère ne se généralise pas en degré supérieur. 

Corollaire 4.11 ([CD]). — Une transformation rationnelle quadratique du plan projectif dans 
lui-même appartient à si et seulement si elle admet trois points d'indétermination. 



4.3. Transformations birationnelles et feuilletages. — Un feuilletage f de degré v sur P^(C) 
est donné par une 1 -forme différentielle homogène 

(0 = Fodx + F\ày + F2dz, 

les Fi désignant des polynômes homogènes de degré V + 1 satisfaisant 

pgcd(Fo,Fi,F2) = 1 et xF^+yEi +2^2 = 0. 

Rappelons que le lieu singulier Sing(jr ) du feuilletage f défini par (O est le projectivisé du lieu 
singulier de co 

Sing((o) = {Fo = Fi=F2 = 0}; 

l'identité d'Euler.ïFo+jfi +2^2 = Oassureque cet ensemble n'est jamais vide. Plus précisément 
on a une formule de type Bezout 

#Sing(jr) =v2+v + l, 

chaque point singulier étant compté avec multiplicité. À une transformation rationnelle / = (/o : 
/i : /2) du plan projectif on peut associer un feuilletage y (/) de P^(C) décrit par la 1-forme 

{yfi - zfi )dx + {zfo - xf2)ày + (x/i - yfQ)àz. 
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Exemple 4.12. — Le feuilletage J (a) associé à a est défini par 

x{z^ -y^)Ax+y{x^ -z^)Ay + z{y^ -x^)Az = ]^{x^ ,y^ ,z^)* {{z~y)dx+ {x - z)ày + {y - x)âz). 

o 2 

Le feuilletage (a) est de degré 2, admet pour intégrale première yiZ^i et possède sept points 
singuliers qui sont les points fixes et les points d'indétermination de a. On a donc l'énoncé 
suivant. 

Proposition 4.13 (fCD"]). — Si f est une transformation birationnelle quadratique géné- 
rique, f (/) possède sept points singuliers ; quatre sont des points fixes de f, les trois autres des 
points d'indétermination. 

L'ensemble des applications rationnelles quadratiques s'identifie à P'^(C) et celui des feuille- 
tages de degré 2 sur P^(C) à P''*(C); l'application f ^ f {.) induit une application linéaire 
qu'on note encore !F (•) de P"(C) dans ¥^^{C). 

Soit f un feuilletage quadratique générique sur le plan projectif complexe, i.e. dont les sept 
points singuliers sont en position générale. Le théorème de division de de Rham-Saito ( IISai76ll ) 
assure l'existence de polynômes homogènes /o, f\ et /2 de degré 2 tels que 1 soit défini par 

{yf2 - zfi )dx + (z/o - xf2)dy + (x/i - yfo)dz. 

Notons / la transformation quadratique dont les composantes sont /o, /i et /2. L'ensem- 
ble Sing(^) est le lieu des points p, pour lesquels il existe r],- dans C tel que /(/?,) = v\iPi- 
Choisissons trois points p\, p2 et p^, dans Sing(^). Les pi n'étant pas alignés il existe une 
forme linéaire i telle que i{pi) = — r],-. L'application (|) = f + £.id satisfait !F (/) = ((])) = jT et 
les points pi sont d'indétermination pour /. En particulier / est birationnelle (Corollaire 14.111) . 
La restriction de ^ (.) à Bir2 est donc dominante et par suite à fibre générique finie puisque la 
dimension de Bir2 coïncide avec celle de l'ensemble des feuilletages quadratiques sur P^(C). 
Un feuilletage quadratique générique est déterminé par la position de ses sept points singuliers et 
toute configuration générique est réalisée ( liCO00irGMK89J ) ; on hérite d'une propriété analogue 
pour les éléments de . 

Proposition 4.14 ( liCDI ). — Une transformation birationnelle quadratique générique est déter- 
minée par la position de ses points d'indétermination et de ses points fixes. 

On en déduit que la fibre générique de la restriction de l'application ^ (.) à Bir2 compte 35 points 
exactement (choix de 3 points d'indétermination parmi 7 points). 



5. Sous-groupes finis du groupe de Cremona 

L'étude des sous-groupes finis du groupe de Cremona a commencé dans les années 1870 avec 
Bertini, Kantor et Wiman ( IIBer77l IKan95', 'Wim961). De nombreux auteurs se sont depuis inté- 
ressés à ce sujet ; citons par exemple [BBOO, Bea07, BB04, Bla09. dF04, Dlj. En 2006 Dolga- 
chev et Iskovskikh ont amélioré les résultats de Kantor et Wiman et ont donné une Uste des sous- 
groupes finis de Bir(P^); avant de donner un théorème clé sur lequel ils s'appuient, introduisons 
quelques notions. Commençons par les surfaces F„ de Hirzebruch. Posons Fq = P^(C) x P'(C); 
la surface Fi est la surface obtenue en éclatant P^(C) en (1 : : 0); cette surface est un compac- 
tifié de naturellement muni d'une fibration rationnelle correspondant aux droites y = cte. Le 
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diviseur à l'infini est constitué de deux courbes rationnelles s'intersectant transversalement en un 
point. On a 

- d'une part la transformée stricte de la droite à l'infini dans P^(C), c'est une fibre ; 

- d'autre part le diviseur exceptionnel de l'éclatement qui est une section pour la fibration. 
Plus généralement F„ est, pour tout « > 1, un compactifié de muni d'une fibration rationnelle 
telle que le diviseur à l'infini soit constitué de deux courbes ratioimelles transverses, une fibre / 
et une section Sn d'auto-intersection —n 

F„ = Ppi (c) ( Opi (c) e Opi (C){n)), V n > 2. 

Plaçons-nous sur F„; on note p l'intersection de .v„ et /, 7ii l'éclatement de F„ en p et 7l2 la 
contraction de la transformée stricte / de /. On passe de F„ à F„_|_i via JiaJij"^ 




On peut aussi passer de la («+ l)-ième à la «-ième surface de Hirzebruch via %2'^\ où %\ est 
l'éclatement de F„_|_i en un point p de la fibre / qui n'appartient pas à Sn+i et JI2 la contraction 
de la transformée stricte f de f 



X- 

/ P 



-1 



7ti 



/ 



-(n + 1) 



7t2 



-in+l) 



—n 



Sn+l 



Soit S une surface projective lisse ; un ûbré en coniques r\: S ^ P'(C) est un morphisme dont 
les fibres générales sont de genre et les fibres singulières l'union de deux droites. Une surface 
munie d'un fibré en coniques est isomorphe 

- ou bien à F„; 

- ou bien à F„ éclaté en un nombre fini de points, tous appartenant à des fibres différentes. Le 
nombre d'éclatements coïncide avec le nombre de fibres singulières du fibré. 

Une surface de Del Pezzo est une surface lisse S dont le fibré anticanonique — est ample. Le 
degré d'une surface de Del Pezzo est d = K^. D'après la formule de Nœther on a 1 < J < 9. 
Si = 9, alors S ~ (^^^ . j ^ g ^lors S ~ pi (C) x P^ (C) ou 5 ~ Fi . Pour d<l\a surface 5 est 
isomorphe à P^(C) éclaté en n = 9 — J points pi, ces points satisfaisant les conditions suivantes 
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- il n'y en a pas 3 alignés ; 

- il n'y en a pas 6 sur une conique ; 

- si de plus « = 8 les pi ne sont pas sur une cubique plane dont le point singulier serait 
un des p,-. 

Théorème 5.1 ( [ Man67l IIsk79ll ) . — Soit G un sous-groupe fini du groupe de Cremona. Il existe 
une surface projective lisse S et une transformation birationnelle (|) : P^(C) — S telles que (|)G(|)~' 
soit un sous-groupe de Aut(S). De plus on peut supposer que 

- ou bien S est une surface de Del Pezzo ; 

- ou bien il existe un fibré en coniques S P^(C) invariant par(])G(])~^. 

Notons que l'alternative qui précède n'est pas exclusive : il y a des fibrés en coniques sur les 
surfaces de Del Pezzo. 

Dolgachev et Iskovskikh donnent une caractérisation des couples (G, S) satisfaisant l'une des 
éventualités du théorème 15.11 Ils utilisent ensuite la théorie de Mori afin de pouvoir déterminer 
quand deux couples sont birationnellement conjugués. Notons que si le premier point avait été 
partiellement résolu par Wiman et Kantor, le second non. Il reste encore des questions ouver- 
tes ([DIJ, §9), comme par exemple décrire les variétés algébriques qui paramétrent les classes 
de conjugaisons des sous-groupes finis de Bir(P^). Blanc donne une réponse à cette question 
pour les sous-groupes abéliens finis de Bir(P^) dont aucun élément ne fixe une courbe de genre 
positif et aussi pour les sous-groupes cycliques d'ordre fini et les éléments d'ordre fini de Bir(P^) 
{voir mOaiBlal). 

Avant d'énoncer le résultat de Bertini, repris par Bayle et Beauville, introduisons trois types 
d'involutions qui, comme on le verra, jouent un rôle très particulier. 

Soient pi, p-j sept points de P^(C) en position générale. Désignons par L le système linéaire 
de cubiques passant par les pi; il est de dimension 2. Soit p un point générique de P^(C); considé- 
rons le pinceau Lp constitué des éléments de L passant par p. Un pinceau de cubiques génériques 
ayant neuf points base, on définit par icip) le neuvième point base de Lp. L'involution ic qui 
à p associe icip) ainsi construite est appelée involution de Geiser. On peut vérifier qu'une telle 
involution est birationnelle de degré 8; ses points fixes forment une courbe non hyperelliptique 
de genre 3, de degré 6 avec des points double aux sept points choisis. 

Soient pi, . . . , ps huit points de P^(C) en position générale. Considérons le pinceau de cubiques 
passant par ces huit points ; il a un neuvième point base qu'on notera pg. Soit p un point générique 
de P^(C); il y a une unique cubique C{p) qui passe par les pi et p. Sur C{p) il y a une loi de 
groupe avec p<) comme élément neutre. On note is l'involution qui à p associe —p; alors is définit 
une involution birationnelle de P^(C) de degré 17 appelée involution de Bertini. Les points fixes 
de is forment une courbe non hyperelliptique de genre 4, de degré 9 avec des points triples aux 
huit points choisis. 

Pour finir introduisons les involutions de de Jonquières. Soit C une courbe de degré v > 2 et 
soit p un point sur C de multiplicité v — 2 (si v = 2, le point p n'appartient pas à C). On suppose 
que p est l'unique point singulier de C. Au couple {C,p) on va associer l'unique involution bira- 
tionnelle î'dj qui fixe la courbe C et préserve les droites passant par p. Soit m un point générique 
de P^(C); notons q^, les deux points d'intersection, distincts de p, de la droite {pm) avec C . 
La transformation /jj associe au point m le conjugué harmonique de m sur la droite {pm) par 
rapport à q,n et r,„; autrement dit le point /dj(nî) vérifie la propriété suivante : le birapport de m, 
/dj(m), q,n et vaut —1. La transformation /dj est une involution de de Jonquières de degré v 
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centrée en p et préservant C ■ La normalisée de la courbe de points fixes de est une courbe 
hyperellip tique de genre v — 2 dès que V > 3 (par convention on dira qu'une courbe elliptique est 
hyperelliptique). 

L'énoncé suivant donne la classification des involutions birationnelles. 

Théorème 5.2 ( IIBer77 , BBOO|). — Une involution de Cremona est à conjugaison birationnelle 
près de Van des types suivants 

- une involution projective ; 

- une involution de de Jonquières i^j de degré V > 2; 

- une involution de Bertini îb; 

- une involution de Geiser Iq. 

Dans MBBOOII les auteurs montrent de plus que les classes de conjugaison des sous-groupes finis 
cycliques d'ordre 2 de Bir(P^) sont uniquement déterminées par le type birationnel des courbes 
de points fixes de genre positif. Plus précisément l'ensemble des classes de conjugaison des 
sous-groupes d'ordre 2 de Bir(P^) est une variété algébrique non connexe dont les composants 
connexes sont respectivement isomorphes 

- à l'espace des modules des courbes hyperelliptiques de genre g (involutions de de Jon- 
quières) ; 

- à l'espace des modules des courbes canoniques de genre 3 (involutions de Geiser) ; 

- à l'espace des modules des courbes canoniques de genre 4 avec une thêta caractéristique 
nulle, isomorphes à une intersection non singulière d'une surface cubique et d'un cône 
quadratique dans (involutions de Bertini). 

Il n'est donc pas surprenant de constater que simultanément à l'étude des sous-groupes finis 
de Bir(P^) se développe la caractérisation des transformations birationnelles qui fixent une 
courbe de genre donné. Soit C une courbe irréductible dans P^(C); le groupe d'inertie de C, 
noté lne{c), est le sous-groupe des éléments de Bir(P^) qui fixent C point par point. Soit C une 
courbe de P^(C) de genre > 1; dans les années 1890 Castelnuovo a montré qu'un élément de 
lne{c) est ou bien une transformation de de Jonquières, ou bien une transformation de Cremona 
d'ordre 2, 3 ou 4 (voir IICas92ll '). Blanc, Pan et Vust précisent l'énoncé de Castelnuovo. 

Théorème 5.3 ( IIBPV08I ). — Soit C une courbe irréductible de P^(C) de genre strictement su- 
périeur à 1. Un élément f de Ine(c) est ou bien conjugué à une transformation de de Jonquières, 
ou bien d'ordre 2 ou 3. Dans le premier cas si f est d'ordre fini, c'est une involution. 

Pour le démontrer ils suivent la même idée que Castelnuovo ; ils construisent le système linéaire 
adjoint de C : soient %: Y ^ P^(C) une résolution plongée des singularités de C et C la trans- 
formée stricte de C par n^K Si le système linéaire jC + A'yl n'est ni vide, ni réduit à un diviseur, 
TC*|C + A'y| privé de ses éventuelles composantes fixes est le système linéaire adjoint. En itérant 
cette construction, appelée méthode des systèmes linéaires adjoints successifs, ils obtiennent que 
tout élément / de lne{c) préserve une fibration ^ , rationnelle ou elliptique. Si !F est ration- 
nelle, / est de de Jonquières. Supposons que soit elliptique. Puisque g{c) > 1 la restriction 
de / à une fibre générique est un automorphisme avec au moins deux points fixes ; par suite / est 
d'ordre 2, 3 ou 4. En appliquant certains résultats classiques sur les automorphismes des courbes 
elliptiques, ils montrent que / est d'ordre 2 ou 3. Finalement ils remarquent que ce résultat ne 
se généralise pas aux courbes de genre inférieur ou égal à 1 . Le cas des courbes de genre 1 a été 
traité avec des techniques différentes dans IIPan07ll et BBlaOSI . 
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Remarque 5.4. — Signalons que Diller, Jackson et Sommese classifient les courbes invariantes 
par une transformation birationnelle d'une surface projective complexe (|DJS07|). Leur approche 
utilise des techniques de dynamique complexe ; n'ayant pas encore introduit le vocabulaire adé- 
quat on abordera leurs résultats au ^ 

Le nombre de classes de conjugaison des transformations de Cremona d'ordre 2 dans Bir(P^) est 
infini ( lIBBOOll ). Montrons qu'il en est de même pour les éléments d'ordre 3 et 5. Si deux trans- 
formations de Cremona f et g sont conjuguées via (|) alors (|) envoie les courbes non rationnelles 
fixées par / sur les courbes non rationnelles fixées par g. Soient f et g deux transformations de 
Cremona d'ordre 3 (resp. 5) ; les courbes de points fixes de celles-ci peuvent être n'importe quelle 
courbe elliptique. Comme le nombre de classes d'isomorphisme de telles courbes est infini, le 
nombre de classes de conjugaison dans Bir(P^) des éléments de Cremona d'ordre 3 (resp. 5) 
aussi. Étant donné un entier positif n on peut se demander combien vaut le nombre v{n) de 
classes de conjugaison d'une transformation de Cremona d'ordre n dans Bir(P^). De Fernex ré- 
pond à cette question pour n premier (|,dF04|) ; on trouve dans |Bla07 | une réponse pour tout n. 

Théorème 5.5 ( IIBla07ll ). — /. Pourn pairv{n) est infini ; il en est de même pourn = 3 oun = 5. 
2. Soit n un entier impair distinct de 3 et 5; alors v{n) est Uni. De plus 
-v(9)=3; 

- v(15) =9; 

- v{n) = l sinon. 

Commençons par donner une idée de la démonstration de la première assertion pour n distinct 
de 2, 3 et 5, éventualités précédemment abordées. Supposons n > 2 et considérons un élé- 
ment P de C[x"] sans racine multiple. Blanc montre qu'il existe une transformation de Cremona / 
d'ordre 2n telle que /" soit l'involution {x,y) i— > {x,P{x)/y) qui fixe la courbe hyperellipti- 
que = P{x); le cas n = 2 permet alors de conclure pour n pair supérieur ou égal à 4. 

Pour démontrer la seconde partie de l'énoncé Blanc applique le théorème 15.11 au groupe fini 
engendré par une transformation de Cremona d'ordre impair supérieur ou égal à 7. 



6. Groupe des automorphismes du groupe de Cremona 

Il est classique d'étudier les automorphismes d'un groupe G donné. On peut, par exemple, décrire 
le groupe d' automorphismes de PGL3(C). 

Théorème 6.1 ( IIDie71l ). — Un automorphisme de PGL3(C) s'obtient à partir 

- des automorphismes intérieurs ; 

- de la contragrédiente (l'involution u ^ hi^^) ; 

- de l'action des automorphismes du corps C. 

Ce théorème est qualifié de théorème géométrique. Considérons un espace vectoriel F sur un 
corps k et X un automorphisme du corps k. Une collinéation (relative à x) est une application 
semi-linéaire bijective £: F —>■ F satisfaisant 

i(x + y)=e{x)+i{y), e{xa) = i{x)x{a), yx,yeF, Va G k. 
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Une collinéation donne, par passage au quotient, une application bijective £ de P(F) dans lui- 
même ; les collinéations sont précisément les transformations bijectives respectant les relations 
d'incidence. Le théorème fondamental de la géométrie projective s'énonce comme suit. 

Théorème 6.2 (IDieTlJ). — Soient F un espace vectoriel de dimension n sur un corps ketf une 
application bijective de F{F) dans lui-même. Supposons que f préserve l'alignement. Sin>3 il 
existe une collinéation relative à un automorphisme du corps k telle que f = 1. 

Dans le même esprit on peut décrire le groupe des automorphismes du groupe des automor- 
phismes de la droite affine complexe 

G = {az + p I aeC*, p g C}. 

Théorème 6.3. — Tout automorphisme de G s'obtient à partir des automorphismes intérieurs et 
de l'action d'un automorphisme du corps C. 

En effet soit (|) un élément de Aut(G). L'image d'un sous-groupe abélien maximal de G par (|) est 
encore un sous-groupe abélien maximal de G. Les sous-groupes abéliens maximaux de G sont 
de l'un des types suivants 

T = {z + a I a G C}, D,^ = {«(z-zo) +zo | a G C*}. 

On constate que T n'a pas d'élément de torsion alors que les D^^ en ont ; par suite T est invariant 
par (|) et tout D^^ est envoyé par (|) sur un D^/^. À conjugaison près par une translation on peut 
supposer que (|)(Do) = Dq. Autrement dit il existe un morphisme multiplicatif Ki : C* — > C* tel 
que 

(t)(az) =Ki(a)z, VaGC* 
et un morphisme additif K2 : C ^ C tel que 

^(z + p)=z + K2(P), VpGC. 

De plus, on a d'une part 

(|)(az + a) =(])(az)(])(z+l) =Ki(a)z + Ki(a)K2(l) 

et d'autre part 

(|)(az + a) =(t)(z + a)(l)(az) = Ki(a)z + K2(a); 

d'où l'égalité K2(a) = Ki(a)K2(l). Puisque K2(l) est non nul, Ki est un morphisme additif et 
multiplicatif : Ki est un automorphisme du corps C. Notons Aut(C, + , •) le groupe des automor- 
phismes du corps C; posons 7 = K2(l), on a 

(|)(az + p) = Kl (a)z + YKi (p) = Kl (az + K^' (y)P) = Kl (K]"1 (y)z o (az + p) o Kl (y)z); 

i.e. modulo l'action d'un automorphisme de corps, d'une translation et d'une homothétie, (|) est 
trivial. 

En s 'appuyant sur la structure de produit amalgamé de Aut[C^] on montre que tout automor- 
phisme de Aut[C^] s'obtient à partir d'une conjugaison intérieure et de l'action d'un automor- 
phisme du corps C (voir iDés06bl ). Le groupe de Cremona ne possède pas de telle structure 
néanmoins en étudiant les sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables du groupe de 
Cremona on peut déterminer Aut(Bir(P^)). 
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Théorème 6.4 ( IIDés06cll ). — Le groupe des automoqjhismes extérieurs du groupe de Cremona 
s'identifie au groupe des automorptiismes du corps C. 

Autrement dit : soit (j) dans Aut(Bir(P^)); il existe K dans Aut(C, +, •) et \|/ dans Bir(P^) tels que 
<^{f)=K{^^ff^^f-'), V/€Bir(p2). 

L'idée est la suivante. Considérons un automorphisme (|) de Bir(P^) et un sous-groupe abélien ma- 
ximal G de Bir(P^); alors (t)(G) est un sous-groupe abélien maximal de Bir(P^). On modifie (j), 
uniquement à l'aide de conjugaisons intérieures et d'action par automorphismes de corps, de 
sorte que 

(^(Gi) = Gi, ^(G„)=G„ 



les G, désignant certains sous-groupes abéliens maximaux de Bir(P ) bien choisis. On en déduit 
que PGL3 (C) est invariant point par point par (j) puis que (|)(a) = a; le théorème de Nœther permet 
alors de conclure. 

Avant de présenter un des points clés de la démonstration du théorème l6.4l introduisons quelques 
notations et définitions. Si S est une surface complexe compacte, un feuilletage f sur S est la 
donnée d'une famille (x,); de champs de vecteurs holomorphes à zéros isolés définis sur les 
ouverts li, d'un recouvrement de S. Les champs x, sont soumis à des conditions de compatibi- 
lité : il existe gij dans 0*(l/,n Uj) tel que x,- coïncide avec gijXj sur Uif] Uj. Notons qu'un 
champ de vecteurs méromorphe non trivial sur S définit un tel feuilletage. 

Lemme 6.5. — Soit G un sous-groupe abélien non dénombrable du groupe de Cremona. Il existe 
un champ de vecteurs rationnel % tel que 

/*X = X, V/GG. 
En particulier G préserve un feuilletage. 

Démonstration. — Puisque le groupe G n'est pas dénombrable, il existe un entier v tel que 
l'ensemble 

Gv = {/GG| deg/ = v} 

ne soit pas dénombrable. Par suite, l'adhérence de Zariski Gy de Gy dans 

Bir(p2)v = {/ G Bir(p2) | deg/ < v} 

est un ensemble algébrique de dimension supérieure ou égale à un ; considérons alors une courbe 
dans Gv, i.e. une application 

r\ : D ^G^, th^r\{t). 

Notons que les éléments de Gy sont des applications rationnelles qui commutent. Définissons 
alors le champ de vecteurs rationnel X en tout point m n'appartenant pas au lieu d'indétermination 
de ri(0)"^ par 

dr\{s) 
ds 



XH = 4^ (Tl(O)-i(m)). 



,v=0 



Soit /dans Gy; en dérivant l'identité fr\{s)f^ (m) =r\{s){m) par rapport asam fixé, on obtient : 
f*X = X- Autrement dit x est invariant par les éléments de Gy; on constate qu'en fait X est invariant 
par tout élément de G. □ 
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Ainsi à chaque fois que l'on se donne un sous-groupe abélien non dénombrable G de Bir(P^) on 
hérite d'un feuilletage sur le plan projectif complexe invariant par G. 

Brunella, McQuillan et Mendes ont classifié, à équivalence birationnelle près, les feuille- 
tages holomorphes singuliers sur une surface complexe, compacte et projective ([ Bru04l 
[McQ98, MenOO l). Soit S une surface projective munie d'un feuilletage !F ; notons Bir(S,iF) 
(resp. Aut(S,^ )) le groupe des transformations birationnelles (resp. holomorphes) laissant le 
feuilletage f invariant sur la surface S. Génériquement Bir(S, jT ) coïncide avec Aut(S, ) et est 
fini. Dans IICF03II Cantat et Favre étudient les feuilletages qui ne vérifient pas cette philosophie. 
Avant d'énoncer la classification qu'ils obtiennent rappelons ce qu'est une surface de Kummer 
(généralisée). Soit A un réseau de C^; il induit un tore complexe T = C^/A de dimension 2. Par 
exemple le produit d'une courbe elliptique par elle-même est un tore complexe. Une application 
affine / préservant A induit un automorphisme du tore T. Supposons que la partie linéaire de / 
soit d'ordre infini, alors 

- ou bien la partie linéaire de / est hyperbolique auquel cas / induit un automorphisme 
d'Anosov préservant deux feuilletages linéaires ; 

- ou bien la partie linéaire de / est unipotente et / préserve une fibration elliptique. 

Il arrive que le tore T possède un groupe fini d'automorphismes normalisé par /. Notons T/G la 
désingularisée de T/G. L' automorphisme / induit par / sur T /G préserve 

- une fibration elliptique lorsque la partie linéaire de / est unipotente ; 

- les transformés des feuilletages stables et instables de / lorsque la partie linéaire de / est 
hyperbolique. 

On dit que T /G est une surface de Kummer lorsque G = {id, {—x, —y)}; par analogie pour G 

quelconque T /G est une surface de Kummer généralisée. 

Les 5 classes de feuilletages obtenus par Cantat et Favre sont les suivantes 

- !F est invariant par un champ de vecteurs holomorphe ; 

- !F est une fibration elliptique ; 

- S est une surface de Kummer généralisée et !F est la projection sur S du feuilletage stable 
ou instable d'un certain automorphisme d'Anosov ; 

- jT est une fibration rationnelle ; 

- il existe des entiers p, q,rets tels qu'à revêtement fini près on ait 

BiT{S,!F ) = {{xPy'i,xy), {ax,^y) | a, p G C*}. 

Génériquement une application biméromorphe qui laisse un feuilletage invariant préserve un 
pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques ; Cantat et Favre décrivent les transformations 
birationnelles dont la dynamique n'est pas triviale et qui ne satisfont pas cette généralité. 
Cette étude conduit à la caractérisation des sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables 
du groupe de Cremona. 

Théorème 6.6 (fDés06cl). — Si G est un sous-groupe abélien maximal non dénombrable 
de Bir(P^), il vérifie Vune des propriétés suivantes 

- G possède des éléments de torsion ; 

- G est conjugué à un sous-groupe de dJ. 

Cet énoncé permet de déterminer l'image par (|) des groupes abéliens maximaux non dénom- 
brables 

d3^ = {{x + a{y),y) \a£C{y)}, T = {{x + a,y + ^) \ a, p G C}; 
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modulo une conjugaison intérieure ils sont invariants par (|). Ensuite on démontre que, quitte à 
faire agir un automorphisme du corps C et un automorphisme intérieur, on a : T et 

D = {(cu,(33;)|a, pGC*} 

sont invariants point par point par (|) et (j)(dJa) = dJa; on en déduit que PGL3 (C) et o le sont aussi 
d'où l'énoncé. 



7. Un peu de dynamique 



7.1. Classification des transformations birationnelles. — Soit / une transformation biration- 
nelle sur une surface complexe compacte S . La transformation / est dite algébriquement stable 
s'il n'existe pas de courbe C dans S telle que f'^{c) appartienne à Ind(/) pour un certain en- 
tier ^ > 0. Dit autrement une transformation est algébriquement stable si la situation suivante 
n'arrive pas 

/ / / f f 



Les deux conditions suivantes sont équivalentes ( liDFOlU ). 

- Il n'existe pas de courbe C dans P^(C) telle que /^(c) appartienne à Ind(/) pour un certain 
entier k>0; 

- pour tout entier n on a deg/" = (deg/)". 

D'après Diller et Favre toute transformation birationnelle sur une surface complexe compacte est 
algébriquement stable modulo un changement de coordonnées. 

Proposition 7.1 (fDFOl]). — Soit f: S ---> S une transformation birationnelle sur une surface 
complexe compacte S. Il existe une suite d'éclatements n: S —^ S telle que n^^fn: S — -> S soit 
algébriquement stable. 

Donnons une idée de la démonstration de cet énoncé. Supposons que / ne soit pas algébriquement 
stable ; il existe alors une courbe C et un entier k tels que 




L'idée mise en œuvre par Diller et Favre est la suivante : quitte à éclater les pi l'image de C est, 
pour / = 1 , . . . , fc, une courbe. 

Soient / et ^ deux éléments du groupe de Cremona : en général deggfg^^ 7^ deg/, i.e. le degré 
n'est pas un invariant birationnel. Par contre il existe deux constantes positives a et P telles que 

adeg/" < degigfg-') < pdeg/", V « G N; 
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le taux de croissance des degrés est un invariant birationnel. On introduit donc la notion suivante : 
soit / dans Bir(P^), le premier degré dynamique de / est la quantité 

À(/)=liminf(degr)i/". 
Lorsque / est une transformation de Cremona algébriquement stable on a = deg/. 

Théorème 7.2 ( IIDFOll ). — Une transformation f de Cremona satisfait, à conjugaison biration- 
nelle près, une et une seule des propriétés suivantes 

- la suite (deg/")„ est bornée, f est un automorphisme d'une surface rationnelle S et un itéré 
de f appartient à Aut" (S ) , ia composante neutre de Aut(S ) ; 

- deg/" n alors f n'est pas un automorphisme et f préserve une unique fibration qui est 
rationnelle ; 

- deg/" ~ auquel cas f est un automorphisme préservant une unique fibration qui est 
elliptique ; 

- deg/" ~ a", a > 1. 

Dans les trois premiers cas on a À(/) = 1, dans le dernier À(/) > 1. 

Définition 7.3. — Soit / une transformation birationnelle du plan projectif complexe dans lui- 
même. 

- si la suite (deg/")„ est bornée, on dit que / est virtuellement isotope à l'identité ; 

- si deg/" ~ «, on dit que / est un twist de de Jonquières ; 

- si deg/" ~ ?î^, on dit que / est un twist d'Halphen ; 

- si deg /" ~ a" avec a > 1 , on parle de transformation entropique. 

Exemples 7.4. — - Toute transformation birationnelle d'ordre fini, tout automorphisme du 
plan projectif complexe est virtuellement isotope à l'identité. 

- La transformation f = {xz:xy : z^) est un twist de de Jonquières (dans la carte affine z = 1 
son itéré n-ihme s'écrit {x,x'^y)). 

- Le prolongement d'un automorphisme de Hénon généralisé (j,^^ — 5x), avec ô G C*, est 
entropique. 



Soit Jm la transformation de la forme 

/M = (xy,xy), M- 



a b 
c d 



G SL2(Z); 



on a l'alternative 

- ou bien [trM| < 2 et ?i(/m) = 1; 

- ou bien M a pour valeurs propres À et avec < 1 < X et 'k{fM) = ^• 

Par suite /m est virtuellement isotope à l'identité (resp. un twist de de Jonquières, resp. un 

a b 
c d 



est elliptique (resp. parabolique, resp. 



twist d'Halphen, resp. entropique) dès que 
parabolique, resp. hyperbolique). 

Supposons que a,b,c,d soient strictement positifs ; n'est pas une isométrie. Remarquons 
que deg/^ < (deg/^)^; en particulier /m € Bir(P^) n'est pas algébriquement stable. On 
peut voir /m comme un élément de P'(C) x P'(C) avec {x,y) dans P'(C) x F\C). On a 

U^{F\C)x¥\C),Z)=ZU®ZLy, U = {0}xF\C), Lj. = P^(C) x {0}; 
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d'où 

Il s'en suit que la matrice de coïncide avec 'M. Finalement /m vue comme transformation 
birationnelle de P^(C) x (C) est algébriquement stable et est la plus grande valeur 
propre de M. 

Remarque 7.5. — La notion de premier degré dynamique et le théorème 17.21 se généralisent au 
cas des transformations biméromorphes sur des surfaces complexes compactes kahlériennes. 
Une transformation rationnelle / sur une surface complexe compacte kahlérienne S définit un 
opérateur linéaire /* sur les groupes de cohomologie de S préservant la décomposition de Hodge 

H*^(S,C)= H''^(S,C). 

On définit le premier degré dynamique de / par 

Xif)= lim ||(/")*||'/" 

OÙ ||.|| désigne une norme sur End(H^''(M,S)); toujours d'après BDFOIH cette quantité est un 
invariant birationnel. Elle coïncide sur P^(C) avec la notion déjà introduite. 

Si / est une transformation biméromorphe sur une surface kahlérienne, X{f) est un entier algé- 
brique dont les conjugués /y, sont de module inférieur à 1 (voir [DFOl]). En particulier est 
ou bien un nombre de Pisot (on a | < 1 pour tout /), ou bien un nombre de Salem (les conjugués 
de À sont À, et /ni avec | = 1). 

La démonstration du théorème 17.21 se décompose comme suit 

- (||/"*||),i est bornée si et seulement si / est conjugué à un automorphisme dont un itéré est 
isotope à l'identité ; 

- si (II/"* ||)„ n'est pas bornée, / est conjugué 

- ou bien à un automorphisme, 

- ou bien à une transformation birationnelle qui préserve une fibration rationnelle, de 
plus II/"* Il ~ n; 

- si f est un automorphisme et si (||/"* ||)„ n'est pas bornée, / préserve une fibration ellipti- 
que ( IIGiz80LlCâîï99âllCan01D ; 

- si / est un automorphisme qui préserve une fibration elliptique et si ( ||/"* || )„ est non bornée, 
alors II/"* Il 

- si / préserve deux fibrations génériquement transverses, la suite (||/"* ||)„ est bornée. 

On a une situation analogue, et même plus précise, pour le groupe Aut[C^]. À partir du théo- 
rème I2.5[ Friedland et Milnor donnent une classification des automorphismes polynomiaux 
de C^. Avant de l'énoncer on introduit le sous-ensemble H de Aut[C^] constitué des applications 
de type Hénon, Le. des automorphismes de la forme 

/ = (|)/îi . . . /i„(|)^^ ([) € Aut[C^] , hj application de Hénon généralisée. 

Théorème 7.6 ( IIFM89i ). — Soit f un automorphisme polynomial de C^. On a l'alternative sui- 
vante 

- ou bien f est conjugué à un élément de E; 

- ou bien f appartient à H. 



26 



JULIE DÉSERTI 



On peut reformuler le théorème 17.61 en utilisant le premier degré dynamique : si / est un auto- 
morphisme polynomial de C^, alors 

- / est conjugué à un élément de E si et seulement si = 1; 

- / est de type Hénon si et seulement si > 1. 

Soit / un automorphisme polynomial du plan complexe. À / on peut associer le sous-arbre Fix(/) 
de T constitué des sommets et des arêtes fixés par l'action de /. Le théorème 17.61 correspond 
aussi à l'alternative : Fix(/) 7^ ou Fix(/) = 0; en effet le stabilisateur du sommet /E (resp. du 
sommet /A, resp. de l'arête /S) est le groupe /E/^^ (resp. fkf^^, resp. fSf^^). Lorsque / est 
dans H il existe une unique géodésique infinie, i.e. un sous-arbre isomorphe à M, notée Geo(/), 
telle que l'action de / restreinte à Geo(/) soit une translation. 

Plus précisément on a la « dichotomie » suivante. 

- Ou bien / appartient à E à conjugaison près, 
le premier degré dynamique de / vaut 1 , 

la transformation / préserve une fibration rationnelle, 
le centralisateur de / est non dénombrable, 
l'ensemble Fix(/) est non vide ; 

- ou bien / est dans H, 

le premier degré de / est strictement supérieur à 1 , 
l'élément / ne préserve pas de courbe rationnelle, 
le centralisateur de / est dénombrable, 
l'ensemble Fix(/) est vide, 

l'application / admet une infinité de points périodiques hyperboliques. 
La situation est-elle la même pour le groupe de Cremona ? 

Théorème 7.7 ( IICan061 ). — Soit f une transformation de Cremona entropique. Si g est une 
transformation birationnelle de (C) dans lui-même qui commute avec f il existe deux entiers m 
dans N* et n dans Z tels que = 

Néanmoins contrairement au cas des automorphismes polynomiaux il n'y a pas d'équivalence 
entre le fait d'être entropique et d'avoir un centralisateur dénombrable : considérons la famille 
de transformations birationnelles (/a,p) donnée par 

soit dans la carte affine z = 1 

Théorème 7.8 ( llDésOSi ). — Les /„ p sont des twists de de Jonquières. 
Supposons que a et (3 soient de module 1 et génériques. 

Si g commute à /d p, alors g est une puissance de /„ p; en particulier le centralisateur de /d p est 
dénombrable. 

Les éléments p possèdent deux points fixes p\ , p2 et 

- il existe un voisinage 1^1 de p\ sur lequel /„ p est conjugué à (coc, py); en particulier l'adhé- 
rence de l'orbite d'un point de l/i sous l'action de /„ p est un tore de dimension 2; 
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- il existe un voisinage 1^2 de p2 tel que la dynamique de p soit localement linéaire sur 1^2; 
l'adhérence de l'orbite générique d'un point de 1^2 sous l'action de ^ est un cercle. 

Remarque 7.9. — La droite z = est contractée par p sur le point (0:1:0) qui est lui-même 
éclaté sur z = 0; la transformation /„ p n'est pas algébriquement stable, c'est pour cette raison 
qu'on a considéré p plutôt que /„ p. 

On va établir un résultat qui nous servira au paragraphe suivant. 

Lemme 7.10 ( llDés06ai ). — Soient f et g deux transformations birationnelles sur une surface S. 
Supposons que f etg soient virtuellement isotopes à l 'identité. Si fetg commutent, il existe une 
surface S, une transformation birationnelle (|): S — S et un entier k tels que 

i^fr\ '^gr' e Aut(S) et '^g'r' e Aut°(S). 

Démonstration. — Par hypothèse il existe une surface S, une transformation birationnel- 
le Ç: S — S et un entier n tels que Ç^V'C soit un automorphisme de S isotope à l'identité. 
Plaçons-nous sur S; pour simplifier on note encore / l' automorphisme et g la transfor- 

mation Ç^'gÇ. 

Commençons par montrer qu'il existe rj: Y — S birationnel tel que rj^V^il soit un automor- 
phisme de Y isotope à l'identité pour un certain £ et rj^'^ri soit algébriquement stable. On 
note y{g) le nombre minimum d'éclatements nécessaires pour rendre g algébriquement stable. 
La preuve procède par induction sur v{g). 
Si y {g) est nul, alors r] = id convient. 

Supposons le lemme démontré pour les transformations f et g satisfaisant v(^) < j; considé- 
rons un couple {/,§) vérifiant les hypothèses de l'énoncé et v{g) = j +1. Puisque g n'est pas 
algébriquement stable, il existe une courbe V dans Exc(g) et un entier q tels que g'^{V) soit un 
point d'indétermination p de g. Comme f et g commutent, fixe les composantes irréductibles 
de Ind(g) pour un certain entier k. Considérons K l'éclatement de S au point p; ce point étant 
fixé par f'', d'une part k^^/'^k est un automorphisme, d'autre part v(K^'fK) = j. Alors, par 
hypothèse de récurrence, il existe r\ : Y — S et ^ tels que v\^^f^v\ soit un automorphisme isotope 
à l'identité et rj^^gr] soit algébriquement stable. 

Posons / = rj^^/^r] et g = r]^'^. La première étape consiste à considérer £1 la contraction 
d'une courbe de Exc{g^^) ; puisque les courbes contractées paig^^ sont, d'après MDFOll . d'auto- 
intersection négative et que / est isotope à l'identité, elles sont fixées par / donc par ei/ej"^ La 

i-ème étape consistant à répéter la première avec 8,_i . . . Si/s^^ • • • ^7-i ^i-i ■ ■ ■ ^ig^i^ ■ ■ ■ > 
on obtient le résultat souhaité. D'après fDFOll le procédé termine. Toujours par l'argument de 
Diller et Favre, une puissance de e^^gE est isotope à l'identité. □ 



7.2. Caractérisation des courbes invariantes par certaines transformations birationnelles. — 

Au ^on a évoqué l'article [ DJS07[ sans en préciser les résultats ; le vocabulaire ayant été 
introduit, donnons quelques-uns de leurs énoncés. 

Théorème 7.11 ( |DJS07| ). — Soient S une surface projective complexe etf une transformation 
birationnelle sur S algébriquement stable et entropique. Soit C une courbe connexe invariante 
parf. 
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La courbe C est de genre ou \. 

Supposons que C soit de genre 1. Quitte à contracter certaines courbes sur S, il existe une 2-for- 
me © méromorptie telle que 

- f*(i) = aco, a G C; 

- et —C soit le diviseur de co. 

La constante a est déterminée par la courbe C et la restriction de f à C ■ 

Les auteurs s'intéressent aussi au nombre de composantes irréductibles d'une courbe invariante 
par une transformation birationnelle sur une surface rationnelle S. Ils montrent que, sauf dans un 
cas bien particulier, ce nombre est borné par une quantité qui ne dépend que de S. 

Théorème 7.12 ( ||DJS07[ ). — Soient S une surf ace rationnelle et f une transformation biration- 
nelle sur S algébriquement stable et entropique. Soit C une courbe de S invariante par f. 

Si l'une des composantes connexes de C est de genre 1 le nombre de composantes irréductibles 
de C est borné par dimH^'^ (S) + 2. 

Si toutes les composantes connexes de C sont de genre 0, alors 

- ou bien C aau plus dimH^''(S) + 1 composantes irréductibles ; 

- ou bien il existe une application holomorphe n: S — > (C), unique modulo automorphisme 
de (C), telle que C contienne exactement k>2 fibres distinctes denet C compte au plus 
dimH''^(S) +^—1 composantes irréductibles. 



8. Sous-groupes de type fini, sous-groupes nilpotents 

Rappelons une conjecture énoncée dans le programme de Zimmer ([Zim87]) : un réseau d'un 
groupe de Lie réel simple connexe G ne peut pas agir fidèlement sur une variété compacte dont la 
dimension serait strictement inférieure au rang réel de G. Motivé par cette conjecture on décrit, 
à l'aide du théorème l7.2[ les représentations de certains réseaux dans le groupe de Cremona. 

Théorème 8.1 (|Dés06a|). — Soient F un sous-groupe d'indice fini de SL3(Z) et i un mor- 
phisme injectif de F dans Bir(P^). Alors i est, à conjugaison birationnelle près, le plongement 
canonique ou la contragrédiente (u i—fhi^^). 

On en déduit une généralisation du théorème 16.41 

Corollaire 8.2 ([ Dés07a.l ). — Soit (|) un endomorphisme non trivial de Bir(P^). Il existe K un 
plongement du corps C dans lui-même et \|/ une transformation birationnelle tels que 

<^{f)=K{^^ff^f-'), V/GBir(p2). 

Une autre conséquence est qu'une large classe de groupes ne se plonge pas dans le groupe de 
Cremona ; on a par exemple l'énoncé suivant. 

Corollaire 8.3 ( IIDés06al ). — Soit F un sous-groupe d'indice fini de SL,j(Z). Dès que n est 
supérieur ou égal à 4, le groupe F ne se plonge pas dans Bir(P^). 
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Avant de signaler un résultat dû à Cantat qui traite une plus large classe de groupes, rappelons 
qu'un groupe G a la propriété (T) de Kazhdan si toute action continue de G sur un espace de Hil- 
bert par déplacement unitaire a un point fixe global. Par exemple SL„(Z) possède la propriété (T) 
de Kazhdan dès que n>3. 

Théorème 8.4 ( IICan06i ). — Soit T un groupe infini non dénombrable de transformations de 
Cremona. Si F a la propriété (T), il existe une application birationnelle qui conjugue F à un 
sous-groupe de Aut(P^(C)). 

Dans le même esprit on s'est intéressé aux sous-groupes nilpotent du groupe de Cremona. 

Théorème 8.5 (|Dés07b]). — Soit G un groupe nilpotent ; supposons que G ne soit pas abélien 
à indice fini près. Soit i un morphisme injectif de G dans Bir(P^). Le groupe G vérifie une des 
propriétés suivantes 

- G est de torsion ; 

- le premier groupe dérivé de G est abélien à indice fini près. 

On en déduit des obstructions à ce que certains groupes se plongent dans Bir(P^). 

Corollaire 8.6 {[DésOlh]). — Soit G un groupe contenant un sous-groupe nilpotent, non vir- 
tuellement métabélien et sans torsion. Il n'existe pas de représentation fidèle de G dans Je groupe 
de Cremona. 



8.1. Idée de la démonstration du théorème 18.11 — Pour simplifier, on va se restreindre au 
cas r = SL3(Z), i.e. on considère un plongement t : SL3(Z) Bir(P^). 



8. 1. 1. Quelques notions sur les groupes. — Notons ô,y la matrice de Kronecker de taille 3x3 
et eij = id + ôij. 

Proposition 8.7 ( IISte85ll ). — Le groupe SL3(Z) a pour présentation 




Les e,y seront dits générateurs standards de SL3 (Z) . 



Définition 8.8. 



On appelle k-groupe de Heisenberg tout groupe de présentation 



!f{k={î, g, h| [f,h] = [g,h]=id, [f,g]=h'^). 



WSoitGun groupe ; posons G(") =GetGW = [G,G(*^-i)] = {aba-^b-^ |a £ G, è e G**^"')) pourfe> 1. Le groupe 
G est nilpotent de longueur k si G^*^ = id. 
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Par convention 9{\ = est un groupe de Heisenberg. 

Le groupe SL3(Z) contient de nombreux groupes de Heisenberg ; par exemple le sous-grou- 
pe (ei2, ei3, e23) en est un. Plus généralement le groupe engendré par trois générateurs « qui se 
suivent sur le dessin suivant » 




est un groupe de Heisenberg. Remarquons que sur la figure qui précède on a 

- « ei2 + e23 = ei3 » ce qui traduit que [ei2,e23] = e^; 

- « ei2 + ei3 » n'appartient pas au diagramme ce qui signifie que [ei2,ei3] = id. 

Définition 8.9. — Soient G un groupe de type fini, {ai, . . ., a„} une partie génératrice de G et / 
un élément de G. 

La longueur de /, notée |/|, est le plus petit entier k pour lequel il existe une suite (^i, . . . ,Sk) 
d'éléments de {ai , . . . ,a„,ai^ , . . . ,a^^} telle que f = si . . .Sk- 

\f\ 

Un élément / de G est distordu s'il est d'ordre infini et si la quantité lim — — est nulle. 

Exemple 8.10. — Le générateur h d'un groupe de Heisenberg est distordu. À partir des égali- 
tés [f,h] = [g, h] = id et [f,g] = h on obtient 

2 

Il en résulte que \hP^\ = |[F,g'']| < 4p d'où l'inégalité ^ < 
En particulier les générateurs standards de SL3(Z) sont distordus. 



8.1.2. Dynamique de l'image d'un groupe de Heisenberg. — 

Lemme 8.11 ( llDés06ai ). — Soient f un élément d'un groupe de type Uni G et ^ un morptiisme 
de G dans Bir(P^). Si f est distordu, le premier degré dynamique de (|)(/) vaut 1. 

Démonstration. — Soit {ai, . . ., a,,} une partie génératrice de G. Les inégalités 

Ximr < àegm" < max(deg(^(a,-))'^"' 

conduisent à 

< logim)) < ^log(max(deg(t)(a,-))). 
n i 

\f\ 

Si / est distordu, la quantité lim — — est nulle et le degré dynamique de ({)(/) vaut un. □ 
D'après le théorème l7.2l on a 
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- OU bien l(e,y) est un twist de de Jonquières ou d'Halphen donc en particulier laisse une 
unique fibration (rationnelle ou elliptique) invariante ; 

- ou bien v(e,y) est virtuellement isotope à l'identité. 

Les relations satisfaites par les e,^ assurent que si préserve une unique fibration alors tous 

les l(e,y) la préservent. D'où l'alternative 

- l'un des l{e.ij) laisse une unique fibration (rationnelle ou elliptique) invariante ; 

- tous les sont virtuellement isotopes à l'identité. 



8.1.3. Fibration invariante. — Rappelons une des propriétés satisfaites par les groupes de type fini 
ayant la propriété (T) qui nous sera utile. 

Lemme 8.12 (|Dés06a|). — Soient F un groupe de type fini ayant la propriété (T) et (|) un mor- 
phisme de F dans PGL2(C(y)) (resp. PGL2(C)j. L'image de (|) est Unie. 

Proposition 8.13 {[DésQè^). — Soit ^ un morphisme de SL^iZ) dans Bk{F^). Si l'un 
des (|)(e,y) préserve une unique fibration, l'image de (|) est Unie. 

Démonstration. — Notons ê,y l'image de e^y par (|); les différents générateurs jouent un rôle iden- 
tique, on peut donc supposer, sans perdre de généralité, que êi2 préserve une unique fibration . 
Les relations satisfaites par les e,y (proposition 18.71 ) entraînent que est invariante par tous 
les ëjj. Ainsi, pour tout ê,y, il existe V/y dans PGL2(C) et F : F^{C) Aut(P' (C)) définissant f 
tels que F o ëij = Vij o F. Soit ç le morphisme défini par 

ç: SL3(Z)^PGL2(C), ^ij^^ij- 

Puisque SL3(Z) a la propriété (T) de Kazhdan, le lemme [8J21 assure que imç est finie, i.e. kerç 
est d'indice fini donc en particulier possède la propriété (T). 

Si !F est rationnelle, on peut supposer que l'image de (|) est contenue dans le groupe de de Jon- 
quières ; par suite la restriction de (|) à kerç est « à valeurs » dans PGL2(C(j)), elle ne peut donc 
être injective. Dans ce cas (|)(kerç) est fini ce qui implique que im(|) l'est aussi. 
La fibration ne peut être elliptique ; en effet le groupe des transformations birationnelles qui 
préservent une fibration elliptique fibre à fibre est métabélien et un sous-groupe d'indice fini 
de SL3 (Z) ne peut pas l'être. □ 



8.1.4. Factorisation dans un groupe d'automorphismes. — Étudions le cas où tout t(e,y) est vir- 
tuellement isotope à l'identité. Avec des techniques similaires à celles utilisées pour établir le 
lemme ITTÔl on montre l'énoncé suivant. 

Proposition 8.14. — Soitc, une représentation de dans le groupe de Cremona. Supposons que 
tout générateur standard de c,{Kk) soit virtuellement isotope à l'identité. Il existe une surface S, 
une transformation birationnelle (|): S --^ S et un entier k tels que 



^ç(^)(^"' G Aut(S) et (^ç(^)V' e Aut''(S), ie{î,g,h}. 
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Ainsi les images de ej2, £"3 et P^r ^ sont, pour un certain n, des automorphismes d'une même 
surface S; de plus quitte à changer n on peut supposer que l(ej2), l(ej3) et l(e23) appartiennent 
àAut"(S) (proposition EUll. 

Comme un automorphisme isotope à l'identité préserve les courbes d'auto-intersection néga- 
tive on peut supposer à conjugaison birationnelle près et indice fini près que S est minimale, 
Le. S = P2(C) ou P^(C) X P'(C) ou F„,. Rappelons que 

Aut(PHC) xpi(C)) = (PGL2(C) xPGL2(C)) x {y,x), Aut(p2(C)) = PGL3(C) 

et pour m > 1 



Aut(F„ 



ax + P{y) ay + b 
{cy + d)'"' cy + d 



a b 
c d 



G PGL2(C), a e C*, e <C\y], degP < m 



Il n'y a pas de plongement de {€{2, e'I^, ^23) dans Aut(pi(C) x F\C)) donc S = F^{C) ou F„ 
Si S = F„, on peut montrer que l'inclusion l((e"2, £"3, £23)) C Aut(F,„) entraîne que 

l((e"-, //j))cAut[C2]. 



Alors IICL06I implique que i-((e"y, i ^ j)) est nécessairement un sous-groupe de PGL3(C). 
Enfin lorsque S = P^(C) on obtient que si l'image par i de (e"2, £"3, e23) est un sous-groupe 
d' automorphismes de P^(C), alors t((e"-, / 7^ j)) l'est aussi. 



8.2. Conclusion. — D'après ce qui précède l'image de tout générateur standard de ShjÇlj) est 
virtuellement isotope à l'identité et t(e"2), ^{^"3) et l(e23) sont, pour un certain n, conjugués à 
des automorphismes d'une surface minimale S avec S = P^(C) ou S = F^, m > 1. On montre 
finalement qu'à conjugaison près i((e-y)) est, pour un certain n, un sous-groupe de PGL3(C). La 
restriction de l à (e"j) se prolonge alors en un morphisme de groupe de Lie de PGL3(C) dans 
lui-même (fStëSSl) ; par simplicité de PGL3(C), ce prolongement est injectif et donc surjectif. 
Or les automorphismes lisses de PGL3(C) s'obtiennent à partir des automorphismes intérieurs 
et de la contragrédiente (théorème 16. Il ) ; ainsi, à conjugaison linéaire près, coïncide avec le 
plongement canonique ou la contragrédiente. 

Soit / un élément de i(SL3(Z)) \i((e"y)) qui contracte au moins une courbe C = Exc(/). Le 
groupe est distingué dans SL3(Z); la courbe C est donc invariante par i((e-y)) et par suite 
l'est aussi par l'adhérence de Zariski de qui n'est autre que PGL3(C), ce qui est impos- 

sible. Il en résulte que / appartient à PGL3(C) et que l(SL3(Z)) est inclus dans PGL3(C). 



9. Alternative de Tits 

Le groupe linéaire satisfait l'alternative de Tits. 

Théorème 9.1 ( IITit72ll ). — Soient k un corps de caractéristique nulle et F un sous-groupe de 
type fini de GL„(Ik). Alors 

- ou bien F contient un groupe libre non abélien ; 
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OU bien F contient un sous-groupe résolubla^^^ d'indice fini 



Signalons que le groupe des difféomorphismes d'une variété réelle de dimension supérieure ou 
égale à 1 ne satisfait pas l'alternative de Tits (voir [GhyOlJ et les références qui s'y trouvent). Par 
contre le groupe des automorphismes polynomiaux de vérifie l'alternative de Tits ( IILamOll ) ; 
Lamy obtient cet énoncé à partir de la classification des sous-groupes de Aut[C^], classification 
établie en utilisant l'action de ce groupe sur T . 

Théorème 9.2 ( IILamOl i). — Soit G un sous-groupe de Aut[C^]. Une et une seule des éventua- 
lités suivantes est réalisée. 

- Chaque élément de G est élémentaire, on a alors l'alternative 

- G est conjugué à un sous-groupe de E ou A; 

- G est abélien, G s'écrit UieNG/ où G, C G,+i et chaque G,- est conjugué à un groupe 
cyclique fini du type ((ou, py)) avec a, B racines de l'unité du même ordre. Chaque 
élément de G admet un unique point fixq^^ et ce point fixe est le même pour tous les 
élément de G. Enfin l'action de G fixe un bout de l'arbre T . 

- G contient des éléments de type Hénon et ceux-ci admettent tous la même géodésique au- 
quel cas G est résoluble et contient un sous-groupe d'indice fini isomorphe à Z. 

- G possède deux éléments de type Hénon avec des géodésiques distinctes, G contient alors 
un groupe libre à deux générateurs. 

En s'appuyant, entre autres, sur le théorème 17 .21 Cantat caractérise les sous-groupes de type fini 
de Bir(P^); Favre a reformulé, dans [Favre], cette classification de la façon suivante. 

Théorème 9.3 ( IICan06ll ). — Soit G un sous-groupe de type fini du groupe de Cremona. Une et 
une seule des possibilités suivantes est réalisée. 

- Tous les éléments de G sont virtuellement isotopes à l'identité, alors 

- ou bien G est, à indice fini près et conjugaison birationnelle près, contenu dans la 
composante neutre de Aut(S) où S désigne une surface rationnelle minimale ; 

- ou bien G préserve une fibration rationnelle. 

- G contient un twist de Jonquières ou d'Halphen et aucun élément entropique auquel cas G 
préserve une fibration rationnelle ou elliptique. 

- G contient deux éléments entropiques f et g tels que (/, g) soit libre. 

- G contient un élément entropique et pour tout couple {f,g) d'éléments entropiques, (/, g) 
n'est pas libre, alors 

1 — > kerp — >G-^Z — >l 
etkerp est constitué uniquement d'éléments virtuellement isotopes à l'identité. 
Une des conséquences est l'énoncé suivant. 

Théorème 9.4 ( IICan06i ). — Le groupe Bir(P^) satisfait l'alternative de Tits. 

Un des ingrédients communs aux démonstrations des théorèmes 19.11 19.2119.31 est le « lemme du 
ping-pong », critère utilisé de nombreuses fois par Klein pour construire des produits libres (la 
formulation donnée ci-après est toutefois plus récente). 



(5)Soit G un groupe ; posons G(°) = G et G'*^) = [G(*^-i),G('^-1)] = {aba-^b-^ \a,be G(^-')) pour yt > 1. Le groupe 
G est résoluble s'il existe un entier k tel que gW = {id}. 
(^'en tant qu'automorphisme polynomial de 
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Lemme 9.5 (« Lemme du ping-pong »). — Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. 
Considérons Fi et r2 deux sous-groupes de G et posons F = (ri,r2). On suppose que 

- Fi (resp. compte au moins 3 (resp. 2) éléments, 

- il existe Xi et X2 deux parties non vides de X telles que 

X2^Xi; VaGri\{id}, a(X2)cXi; VpGr2\{id}, p(Xi)cX2. 
Alors r est isomorphe au produit libre Fi * r2 de Fi et r2. 

Démonstration. — Considérons le morphisme surjectif Fi *r2 -» F. Soit m un mot réduit, non 
vide, composé de lettres dans l'union disjointe de Fi \ {id} U F2 \ {id} 

m = (ai)|3ia2p2 • ■ • pyt(afc+i). 

Commençons par supposer que m soit de la forme 

aipia2p2...p;feafc+i. 

Comme a,(X2) C Xi et P;(Xi) C X2, on obtient m(X2) C Xi donc m ^ id. 




Supposons maintenant que m soit du type PittiPi • • Pit- Soit a € Fi \ {id}, l'élément m est trivial 
si et seulement si ama~^ = id; or d'après le cas précédent Oma^^ 7^ id donc m ^ id. 
Supposons désormais que m s'écrive «i Pia2P2 • • • P/t- Soit a G Fi \ {id, CCi }, le mot m est trivial 
si et seulement si a^^ma = id ce qui est exclu d'après ce qui précède. 

Finalement considérons l'éventualité où m = Pia2P2 ■ ■■Oik auquel cas m est trivial si et seulement 
si = a^^ . . . P^M'est ce qui est impossible d'après ce qu'on vient de voir. □ 



Exemple 9.6. — Les matrices 
dans SL2(Z). En effet, posons 



Fi = 



1 




" 1 


2 ■ 




" 1 


" 





1 


et 


2 


1 



InGZ 



engendrent un sous-groupe libre de rang 2 



F2 




1 



\n€Z 



Xi = {{x,y)eM^\\x\>\y\} 



et 



X2 = {{x,y)eR^\\x\<\y\}. 



Considérons y un élément de Fi \ {id} et (x,y) un élément de X2, on remarque alors que y(-ï)J) 
est de la forme {x+my,y), avec \m\ > 2; par suite yixjy) appartient à Xi. De même si yappartient 
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à r2 \ {id} et {x,y) à Xi , l'image de {x,y) par y est dans X2. D'après le lemme [93] on a 

) ~ F2 = z * z = El * 



"12' 




"10" 


1 




2 1 



De la même manière on obtient que 



1 k 
1 



et 



1 
k 1 



engendrent un groupe libre de rang 2 dans SL2(Z) pour tout k>2. Par contre ce n'est pas le cas 
pour k = 1 , les matrices 



1 1 
1 



et 



1 
1 1 



engendrent SL2( 



Exemple 9.7 . — Deux matrices prises au hasard dans SLv(C), où v désigne un entier supé- 
rieur ou égal à 2, engendrent un groupe libre isomorphe à F2. En effet, soit le sous-ensemble 
de SLv(C) X SLv(C) défini par 

^ = {{A,B) G SLv(C) X SLv(C) I {A, B) ~ F2}. 

Le complémentaire CiF de !F est une réunion dénombrable de sous-variétés algébriques : à tout 
mot m = a"^b^^ . . .a"*è^* réduit non trivial dans F2, on peut associer la sous-variété V,„ d'équa- 
tion A"'5^i . . .A"*S^* = id. Le sous-ensemble n'est pas vide : il contient 



(A,B) 



1 2 
1 









1 2 
1 











Ainsi est une union dénombrable d'ensembles algébriques de codimension > 1 strictement 
incluse dans SLv(C) x SLv(C); la mesure de Lebesgue de CiT est donc nulle. Autrement dit deux 
matrices prises au hasard dans SLv(C) engendrent un groupe libre. 



La stratégie de Cantat pour établir le théorème I9.3l est la suivante. On peut étudier certaines pro- 
priétés d'une transformation birationnelle en considérant son action sur la cohomologie H^(X,M) 
011 X désigne un modèle birationnel adéquat du plan projectif complexe. Le choix d'un tel mo- 
dèle n'étant pas unique, Manin a introduit, dans [Man86], l'espace H" de toutes les classes de 
cohomologie de tous les modèles birationnels de P^(C). Le groupe de Cremona agit isométiique- 
ment sur cet espace de dimension infinie, Bir(P^) se plonge donc dans le groupe des isométries 
de ET. L'espace ET est hyperbolique au sens de Gromov ; Cantat utilise alors, entre autres, un 
« argument de ping-pong ». 
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10. Automorphismes sur les surfaces rationnelles 

Une surface compacte projective admettant un automorphisme d'entropie positive est ou bien 



un tore, ou bien une surface K3lZj, ou bien une surface rationnelle ([Can99bJ). Poui" l'étude 
des automorphismes sur les surfaces K3 on renvoie à BCanOll . Il semble que les surfaces ration- 
nelles possédant des automorphismes d'entropie positive soient relativement rares : les premières 
familles infinies de tels automorphismes sont connues depuis peu ([ BK06. ,BK09. ,McM07.n . 
Néanmoins c'est sur les surfaces rationnelles que les automorphismes d'entropie positive sont 
les plus abondants au sens où elles possèdent des familles de dimension arbitrairement grande 
(fBKl). Les travaux cités se concentrent sur les surfaces obtenues en éclatant P^(C); ceci est jus- 
tifié par le théorème suivant de Nagata : soient S une surface rationnelle et / un automorphisme 
sur S tel que soit d'ordre infini. Il existe une suite finie d'éclatements 7ly+i : Sj+i —^ Sj telle 
que 

Si = P^(C), = S, 7ly+i éclatement de pj G S^-. 

Néanmoins une surface obtenue à partir de P^(C) après une suite générique d'éclatements n'a 
pas d' automorphisme non trivial ( f GH94 [ lKoi88ll ) . La classification des automorphismes sur les 
surfaces rationnelles est un problème ouvert. 

Rappelons d'une part que pour une surface rationnelle S les groupes H^(S,Z), H^'' (S) nH^(S,Z) 
et Pic(S) coïncident et d'autre part que Pic(p2(C)) ~ Z. Soient 71 : S F^{C) l'éclatement d'un 
point p de P^(C) et E le diviseur exceptionnel. Les fonctions rationnelles sur S sont par définition 
les tirés en arrière par n des fonctions rationnelles sur P^(C). Par suite Pic (S) est engendré par E 
et le tiré en arrière d'une droite L de P^(C). Plus généralement on a l'énoncé suivant. 



Théorème 10.1. — Soient pi, pn des points distincts de P (C). Notons 7i: S ^ P (C) la 
suite d'éclatements des pi. Si Ej = n^^pj désignent les fibres exceptionnelles et L une droite 
générique de ¥^{C), alors Pic (S) = Z^i . . .^ZEn ®Zti*L. 



Exemple 10.2. — Considérons l'involution x introduite dans les Exemples [ 

x: p2(C) P2(C), (x : j : z) ^ (x^ : xy : / -xz) 

Rappelons qu'elle a un seul point d'indétermination (0 : : 1) et une seule courbe contractée, la 
droite x = que nous noterons 0. 

Soit 7li : Xi — > P^(C) l'éclatement de (0 : : 1). On désigne par E\ le diviseur exceptionnel et on 
se place dans les coordonnées locales avec Tli = (^s : : 1). On remarque que 

= {^ = O}, Er = {s = 0}, n^\x:y:z)-^^ ^ 



y z 



La transformation x est donnée sur Xi par 



S — 

La restriction de x^i à Ei est l'identité ; en particulier Ei n'est pas exceptionnel. 



(^'Une surface K3 est une surface S complexe, compacte, simplement connexe, à fibré canonique trivial. En particulier 
il existe une 2-forme holomorphe Cû sur S qui ne s'annule pas ; Cû est unique à multiplication près par un scalaire non 
nul. Toute surface quartique lisse dans P-'(C) est une surface K3. Tout revêtement double de P^(C) ramifié le long de 
courbes sextiques lisses est une surface K3. 
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Au voisinage de on a 

ainsi est contractée par sur le point (0,0) = £"] n 0. 

Notons Jt2: X2—>- X\ l'éclatement de (0,0). On désigne par E2 le diviseur exceptionnel. Choisis- 
sons un système de coordonnées local (m, v) dans lequel 

7l2:X2^Xi, (m,v) t-> (m,mv). 

On remarque que £"2 = {m = 0} et T;t:2(w,v) = (m, ^) . Par suite E2 est invariant par et au 
voisinage de on a 

%-^^Kï\{x ■.y:z)= (-,^ — ) ; 
ainsi est contractée sur le point (0, 1) G £'2- 

Finalement considérons l'éclatement 7C3: X3 X2 du point (0,1). Utilisons les coordonnées 
locales (îl,)») pour lesquelles 713(11, /i) = (ti,t1;U+ 1). Le diviseur exceptionnel est Ej = {r\= 0} 
et au voisinage de on a 

111 / X yz \ _ 

\y y -xzj 

en particulier l'image de par x^j est £3 et T étant une involution £3 est envoyé sur 0. Il en 
résulte que ni £3, ni n'est exceptioimel ; la transformation ix^ est un automorphisme. 




On va déterminer l'action de x*^ sur Pic{X3) dont une base est, d'après le théorème précédent, 
{L, £1 , £2, £3}. On a vu déjà vu que 

£i^£i, £2 ^£2, £3^0 = {x = O}. 

On remarque que L = est un élément de Pic (P-^ (C ) ) . Après le premier éclatement on a L = + 

£1 G Pic(Xi ) . Le centre du second éclatement est n£i G Xi ainsi, par tiré en arrière, on obtient 
deux copies de £2 d'oîi L = 0-|-£i +2£2 G Pic(JC2). Enfin on éclate un point de £2 \ (0U£i); 
par suite 

L = + £1 + 2£2 + 2£3 G Pic(X3). 

Maintenant considérons L = {uqx + aiy + a2Z = 0}; on constate que x*L = {aox^ + aixy + 
a2{—xz + y^) =0} qui est de degré 2. Il en résulte que x*L = 2L + £my£y. Déterminons les nij. 
Pourmi on tire en arrière £ = a{)X + aij + a2Z par XJli; on trouve ao^^5^ + ai^5^ + a2(— ^5+5^) qui 
s'aimule à l'ordre 1 sur £1 = {.ç = 0} d'oîi mi = 1. Un calcul montre que ^X7ii7i2 (resp. ^X7ii7i27t3) 
s'aimule à l'ordre 2 (resp. 3) sur £2 = {m = 0} (resp. £3) ; autrement dit m2 = 2 et 013 = 3. 
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Il en résulte que 

L^L-£i-2£2 



3^3 



autrement dit x* est donné par 



E\ El 




E2 


2 





1 


-1 1 





-1 


-2 


1 


-2 


-3 





-2 



& = L-Ei-2E2-2Ey, 



Soient S une surface obtenue en éclatant P (C) en un nombre fini de points et / un automor- 
phisme sur S; on a 

H*(S;C) =H°(S;C)eH^-i(S;C)eH4(S;C). 

L'application /* agit sur chacun des facteurs. La dimension de H" est le nombre de compo- 
santes connexes, ici 1, et f*^o(^^.Q = id. On a H^(S;C) ~ C et /jH4(s c) multiplication par 
deg/ = 1 . Ainsi si S est obtenue en éclatant P^(C) un nombre fini de fois et si / est un automor- 
phisme de S , alors 

Per„ = 2+ trace 

où Per„ désigne le nombre de points périodiques de période n comptés avec multiplicité. 

Rappelons qu'une métrique kâhlérienne sur une variété M est une métrique hermitienne h sur 
le fibré tangent vérifiant : si localement h s'écrit Y,hijdzi Adz], la forme de Kahler associée 
(0 = ^ /î;ydz,- A dzy cst fermée. Une variété kâhlérienne est une variété munie d'une métrique 
kâhlérienne. 

Exemples 10.3. — 

- Puisque toute sous-variété d'une variété kâhlérienne est kâhlérienne et que la métrique de 
Fubini-Study sur P"(C) est kâhlérienne toute variété algébrique projective est kâhlérienne. 

- Soit A un réseau dans C"; le tore C"/A est une variété kâhlérienne. 

- Toute surface de Riemann est une variété kâhlérienne. 



Théorème 10.4 ( HDFOll ). — Soit f un automorphisme sur une surface kâhlérienne tel 
que > 1. Alors X{f) est une valeur propre de f* avec multiplicité 1 et c'est l'unique 
valeur propre de module strictement supérieur à 1. 
Si r\ est une valeur propre de f* soit r\ vaut ou 1 fkif) , soit |ri | = 1 . 



De plus X{f) est un nombre de Saierqff) 



À partir d'une transformation birationnelle / sur le plan projectif complexe ; peut-on trouver 
une suite finie d'éclatements n: X — P^(C) telle que l'application induite fx soit un automor- 
phisme ? La réponse est oui si / est d'ordre fini, mais qu'en est-il si / est d'ordre infini ? Si / 
n'est pas un automorphisme il existe une courbe C contractée sur un point pi; la première étape 
consiste à éclater le point pi via Hi: X\ P^(C). Il se peut que tout se passe pour le mieux et 
que l'application induite ne contracte pas C sur un point mais l'envoie sur Ei ; mais si pi n'est 
pas d'indétermination alors /y, contracte Ei sur p2 = f{pi) ■■■ Ainsi cette procédure qui consiste 
à éclater un nombre fini de points ne porte pas ses fruits si / est algébriquement stable. 



entier algébrique réel a > 1, est un nombre de Salem si ses conjugués sont a, a 'et /j/ avec |^,| = 1. 
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Considérons par exemple la famille de transformations birationnelles étudiée dans IIBK09II don- 
née par 



{x:y:z)>-^ {x{bx+y) : z{bx + y) : x{ax + z)). 



La transformation / contracte trois droites : ©o = {x = 0}, 0p = + te = 0} et 0y = {ax + 
z= 0} sur respectivement = (0 : 1 : 0), /'2 = (0 : : 1) et ^ = (1 : — a : 0). Les points d'indé- 
termination sont p2, p\ et m = (1 : —b: —a) qui sont respectivement éclatés sur ©o, ®b et ©c- 
Soit 71 : Y — > P^(C) l'éclatement de et p2. On peut vérifier que ni ©o, ni ©p sont exceptionnels 
pour /y; plus précisément on a 



©p ^ ^2 ^ ©0 ^ ^1 ^ 0B = = 0}. 



(10.1) 



De plus ©y est la seule courbe exceptionnelle et m le seul point d'indétermination de /y- Déter- 
minons /y*. Une base de Pic(Y) est {L, Ei, £2}. La droite ©^ contient un seul centre d'éclate- 
ment, pi , donc ©B = L — £1 . De même ©0 contenant p^ et /72 on a ©0 = L — £1 — £"2. Une droite 
générique intersecte ©0, ©p et ©y; donc l'image de L par / est une conique passant par l'image 

de chacune de ces droites à savoir pi , p2 et q. Par suite /y*L = 2L — £1 — £'2- À l'aide de (110.11 ) 

2 1 1 " 

on obtient que /y* est donné par la matrice M - 



-1 -1 
-1 



dont le polynôme caracté- 





" 1 " 




2 


pas m, alors /yD est donné par 

















-1 



ristique est — f — 1. Soient D une droite et {D} sa classe dans Pic(Y). Si D U/yD ne contient 



2L — £25 autrement dit /yD est une co- 



nique qui intersecte E2 mais pas Ei . De même si m n'appartient pas à D U /yD U /yD alors /yD 
est une cubique intersectant E\ et E2 avec multiplicité 1. Si m n'appartient pas à D U . . . U/y^^D, 
les itérés de /y sont holomorphes au voisinage de D et (/y)"L = {/yD}. Les paramètres a e.tb 

00 

sont génériques si m n'appartient pas à |^ /yD. Pour a, b génériques on a (/y)" = (/y)* et ^(/y) 

7=0 

est la plus grande racine en module du polynôme — f — 1 . Soit V„ le sous-ensemble de défini 
par 

V„ = {{a,b) G C'\f{{q) ^m,0<j<n, f^q = m}. 

Remarquons que si le couple (a,è) n'appartient pas à V,, alors À(/y) est la plus grande racine 
en valeur absolue àe. P —t — \ dont on remarque qu'elle n'est pas un nombre de Salem. Il s'en 
suit que /y n'est pas un automoiphisme modulo une suite finie d'éclatements. Réciproquement 
supposons que {a,b) soit dans Vn, notons Z la surface obtenue en éclatant les points q, fyiq), • • • j 
fyiq) = m. On peut montrer que la transformation induite /z est alors un automorphisme. Ainsi / 
est un automorphisme sur un modèle birationnel à P^(C) si et seulement si (a,è) appartient à l^n. 
En étudiant /z* on obtient que si {a,b) appartient à V„ le polynôme caractéristique de la matrice 



de /z* est x"^ {x^ —x—l 



+ x^ +x^ ■ 



1 . Le premier degré dynamique de / est la plus grande 



racine en valeur absolue de ce polynôme ; il est strictement supérieur à 1 dès que n > 7. Dans 
l'esprit de [DJS 07J Bedford et Kim étudient les courbes invariantes par / ainsi que la dynamique 
de / {voir IIBK09II 1 
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11. Le groupe de Cremona est-il simple ? 

Rappelons qu'un groupe est simple s'il ne possède pas de sous-groupe distingué non trivial. Com- 
mençons par remarquer que Aut[C^] n'est pas simple ; soit (|) le morphisme de Aut[C^] dans C* 
qui à / associe detjac/. Le noyau de est un sous-groupe normal propre de Aut[C^]. Dans les 
années 1970 Danilov établit que ker (|) n'est pas simple (' IIDan74ll ). À l'aide de résultats de Schupp 
sur la théorie des petites simplifications ( IISch71ll ) il montre que le sous-groupe normal^ engen- 
dré par l'automorphisme 

(ea)^^ , a = {y,—x), e = {x,y + 3x^ — 5x^) 

est strictement contenu dans Aut[C^]. 

Plus récemment Furter et Lamy ont donné un énoncé un peu plus précis que celui de Danilov. 
Avant de l'énoncer introduisons une longueur pour les éléments de Aut[C^]. 

- Si / appartient à A n E, alors i{f) = 0; 

- sinon £{f) est l'entier minimal n pour lequel / s'écrit gi ■■ -gn avec gi dans A ou E. 
L'élément exhibé par Danilov est de longueur 26. 

On note que est invariant par conjugaison intérieure, on peut donc supposer / de longueur 
minimale dans sa classe de conjugaison. 

Théorème 11.1 (|FL09]). — Soit f un élément de Aut[C^] de déterminant jacobien 1. Suppo- 
sons que f soit de longueur minimale dans sa classe de conjugaison. 

- Si f est non trivial et i{f) < 8, ie sous-groupe normal engendré par f coïncide avec le 
groupe des autom orph ismes polynomiaux du plan de déterminant jacobien 1; 

- si f est génériqu a^^^^l et £{f) > 14, le sous-groupe normal engendré par f est strictement 
contenu dans le sous-groupe de Aut[C^] formé des éléments de déterminant jacobien 1. 



Le groupe de Cremona est-il simple ? Cette question a été abordée dans IIGiz94l ICDl mais reste 
ouverte. 
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siasme d'écrire ce texte et de m'avoir permis de le faire sans contrainte. Merci à Dominique 
Cerveau pour nos conversations mathématiques aussi fréquentes qu'enrichissantes et pour ses 
nombreuses remarques. Je remercie Serge Cantat pour ses commentaires et pour m'avoir signalé 
comment améliorer (|Dés06c|, lemme 2.1) pour obtenir le lemme [631 et Jérémy Blanc pour ses 
multiples remarques et suggestions. Merci à Julien Grivaux pour m'avoir aidée à « éclaircir » un 
paragraphe. Enfin merci à Igor Dolgachev pour m'avoir signalé les références IIGiz94|[Giz99ll . 



Soient G un groupe et / un élément de G; le sous-groupe normal engendré par / dans G est {hfh ' | /? e G). 
On renvoie à IFL09I pour plus de détail. 
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